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RESUMO

A razado aurea é uma das constantes mais conhecidas e investigadas da Matematica devido as suas
propriedades geométricas e algébricas. Sua utilizacdo remonta a Antiguidade, para a construcdo de
pentagonos regulares e alguns soélidos platénicos. O presente trabalho propde a construcéo de duas
funcbes densidades de probabilidade que dependem da razdo aurea e o calculo de suas
caracteristicas, como funcdo de distribuicdo acumulada, valor esperado e variancia. A importancia
desta construcdo se da pelo seu aspecto pedagdgico, por meio da utilizacéo de conceitos de fungdes,
calculo e teoria de probabilidades.

PALAVRAS-CHAVE: Razao aurea. Probabilidade. Fungdes.

ABSTRACT

The golden ratio is one of the best known and most investigated constants in Mathematics due to its
geometric and algebraic properties. Its use dates to Antiquity, for the construction of regular pentagons
and some Platonic solids. The present work proposes the construction of two probability density
functions that depend on the golden ratio and the calculation of their characteristics, such as
cumulative distribution function, expected value and variance. The importance of this construction is
due to its pedagogical aspect, using concepts of functions, calculus and probability theory.

KEYWORDS: Golden ratio. Probability. Functions.

RESUMEN

La proporcién aurea es una de las constantes mas conocidas y mas investigadas en Mateméaticas
debido a sus propiedades geométricas y algebraicas. Su uso se remonta a la antigledad, para la
construccién de pentagonos regulares y algunos sélidos platonicos. El presente trabajo propone la
construccion de dos funciones de densidad de probabilidad que dependen de la proporcion aurea y el
calculo de sus caracteristicas, como funcién de distribucién acumulativa, valor esperado y varianza.
La importancia de esta construccion se debe a su aspecto pedagdgico, mediante el uso de conceptos
de funciones, célculo y teoria de probabilidades.

PALABRAS CLAVE: Proporcion aurea. Probabilidad. Funciones.

INTRODUCAO

A razdo aurea ou nimero ¢ (letra grega phi) pode ser considerada uma das constantes mais
instigantes da Matematica devido as suas interessantes propriedades geométricas e algébricas. Seu
conhecimento e utilizacdo remonta aos gregos antigos, que relacionaram a constante a construcao

de pentagonos regulares e sdlidos platdnicos, como o dodecaedro e o0 icosaedro.
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Sua definicdo geométrica, dada como “razdo extrema e média”, aparece no classico livro VI
de Elementos, de Euclides e suas aplicacbes aparecem em outras partes da obra. O termo “razédo
aurea” atribuido a constante tornou-se popular apenas no século XIX e sua denotacdo pela letra
grega ¢ é atribuida ao matematico americano Mark Barr ja no século XX, em mencéo a primeira letra
grega do nome de Fidias, escultor grego da Antiguidade cujas realiza¢cdes vdo de Partenon de
Atenas ao Zeus no templo de Olimpia, que de acordo com alguns historiadores, fazia uso da
constante em suas esculturas.

Além de importantes e curiosas propriedades geométricas e algébricas, a razado aurea
também se tornou popular pelas suas aparigfes estéticas e misticas. Ha historiadores que sustentam
sua influéncia desde a construcao da Grande Piramide de Gizé, no Egito até na obra Mona Lisa, de
Leonardo da Vinci. Padr6es em espirais de Fibonacci encontradas na natureza, como na cabeca de
um girassol e em pontas de cascas de pinhas também s&o relacionadas a ¢. Tais propriedades,
embora questionaveis, fazem com que a razdo aurea seja alvo de diversos estudos e textos.
Interessantes leituras sobre a raz&o &urea e sua histéria podem ser encontradas em LiVIO (2015) e
STEWART (2016).

O presente artigo tem por objetivo envolver a razdo aurea em probabilidade, por meio da
construcdo de func¢des densidades de probabilidade simétrica e assimétrica que sdo dadas em
termos de g. Consequentemente, verifica-se que caracteristicas de variaveis aleatorias que seguem
tais distribuicdes, como seus valores esperados e variancias também dependem da razdo aurea.
Importante mencionar que tal associacao é feita por construgéo (intencionalmente) e sua importancia
se da em carater pedagdégico, por meio do envolvimento de uma constante bastante conhecida e

teoria de probabilidade.

1. RAZAO AUREA E ALGUMAS PROPRIEDADES

A raz@o Aurea foi definida primeiramente em termos geométricos. No livro VI de Elementos,
Euclides (c. 300 a.C) enuncia:

“Diz-se que uma linha reta é cortada na razéo extrema e média quando, assim como a linha
toda esta para o maior segmento, 0 maior segmento est4 para o menor”.

Considere o segmento de reta AB da Figura 1.

L
L ]

®

Figura 1: Segmento de reta ilustrativo para obtencado da razao aurea.

Este segmento sera cortado na razdo extrema e média (razao aurea) no ponto C se
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AB AC
AC  CB ™~
e o valor da proporcdo em (1) é a raz&o aurea ¢». Se considerarmos AC =x e CB = 1, observe pela

(1)

igualdade (1) que x = ¢ e que
x+1
X
Assim, a razdo aurea pode ser vista como um dos pontos de intersecdo da funcédo linear

X .
:I::vx+l=x-. (2)

¥ = x + 1 com a fun¢fo quadratica y = x°, como apresentado na Figura 2.

Figura 2: Gréaficos das fungdes ¥ = x + 1 (reta) e y = x* (pardbola). A intersec¢&o positiva
ocorreem x = g.
Para obtencdo das intersecdes e, consequentemente, do valor da razdo éaurea, basta
resolvermos a equacao quadratica
xX—x—1=0 (3)

1-+5

~ 1+v5
que nos fornece as solugdes x; = —
entdo que

1445
P = > = 1,6180339887 ...

Note assim que ¢ £ & — @, isto &, trata-se de um namero irracional.
Diversas propriedades geométricas e algébricas séo verificadas envolvendo a raz&o aurea,
tais como (Livio, 2015):
T —=
1. ¢= \J|l+\‘||l+\-'l+\-"l...
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1
1+—

14—
I+

2. p=1+

3. Arazdo entra a diagonal e o lado de um pentagono regular é igual a g.

4. Um dodecaedro com aresta unitaria tem area total de superficie igual a lEqb\.-"ETqb e volume
igual a 5¢2 /(6 — 2¢).

5. ¢%= 2,6180339887 ...e - = 0,6180339887 ...

RS

6. Podemos escrever a sequéncia de Fibonacci {F,,} em termos de ¢t como

n_ —n
. = {_—_qb]m =123..
V5

Diante de tantas propriedades interessantes e até mesmo curiosas sobre a razdo aurea,

4T

vamos envolvé-la na area de probabilidade, por meio da especificacdo conveniente de duas fungdes
densidades de probabilidade a partir da definicdo da razdo aurea da Figura 2. Para mais detalhes

técnicos sobre a construcdo geométrica da razao aurea, ver Rezende e Queiroz (2008).

2. DUAS DISTRIBUIGOES DE PROBABILIDADE

Nesta secdo, vamos construir duas distribuicdes de probabilidade para variaveis aleatorias
continuas que serdo definidas em termos de ¢. A primeira distribuicdo é assimétrica e a segunda é
simétrica em torno da constante. Para tanto, utilizaremos as seguintes condi¢des para que uma
funcdo f(x) seja uma funcdo densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria continua:

) flx) =0,vVxeR;
i) [ flx)dx=1.

Além disso, vamos obter a partir da funcdo densidade de probabilidade, a funcdo de
distribuicdo acumulada, o valor esperado e a variancia da variavel aleatéria sob a distribuicdo em
qguestdo. Para os conceitos técnicos aqui utilizados sobre teoria de probabilidade, o leitor é
direcionado a Meyer (2017) e Bussab e Morettin (2017).

2.1 DISTRIBUICAO ASSIMETRICA

Considere uma variavel aleatéria continua X que assuma valores no intervalo {0, ¢). Vamos
construir uma funcéo densidade de probabilidade (fdp) de X, denotada aqui por f{x), a partir da
funcd@o quadratica da Figura 2 compreendida entre O e ¢, que é o ponto de interse¢do de v = x + 1
com y = x~ no primeiro quadrante. Inicialmente, para obtermos a fdp no intervalo {0, ¢), precisamos

determinar o valor da constante { tal que
&
j CxZdx =1,
o

isto é, a area sob f{x) no suporte {0, ¢) deve ser igual a 1 para que seja uma fdp. De fato,
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& - & xE ¢3 3
Cx<dx=0C xdx—C——C—:l(:}C:—a.
0 0 3 3 ¢

Logo, a fdp € dada por
flx) = gx ]Ill}qfa]l{x} (4)

em que I(x) = Eé’i;j € a funcdo indicadora usual em um conjunto 4. Note além disso que

f(x) = 0,¥x € R, outra condigdo necessaria para que f{x) seja uma fdp. O grafico da f(x) é
apresentado na Figura 3. Temos assim uma distribuicdo assimétrica a direita para X, com intervalos
de valores préximos de gr mais provaveis de ocorrer do que valores proximos ao extremo esquerdo

do suporte, a saber, zero.

15

10

06
l

0.0

Figura 3: Gréfico da fdp assimétrica obtida em termos de ¢.
A partir da fdp definida em (4), podemos calcular probabilidades envolvendo a variavel

aleatdria X', uma vez que, para qualgquer conjunto mensuravel de nimeros reais B,

P(X € B) = j flx)dx.
B

Em particular, podemos obter a fungdo de distribuigdo acumulada (fda) denotada por F{x) de
X, que é dada por
Flx)=P(X=x),xeR.

Logo, no nosso caso, utilizando a fdp (4), temos que

Flx)=P(X=x)= J:f{:t}drz J:%tfdt= %%ﬁ = (%)3

de modo que
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0, x=0
3

F(x) = (g) D<x<g¢. (5
1, X =g

O grafico da fda (5) é apresentada na Figura 4. A Tabela 1 mostra também os valores de

F(x) para alguns valores de x. Por exemplo, se X possui a fdp (4), entdo a probabilidade de que

assuma valor menor ou igual a 0,5 é de aproximadamente 0,0295 ou 2,95%.

Figura 4: Gréfico da fda (5).

x Flx)=P(X=x)
0 0
0,5 0,0295
1 0,2361
15 0,7967
2 1

Tabela 1: Valores da fda (5) para alguns valores de x.

O valor esperado (média) e a variancia sao importantes caracteristicas de uma variavel

aleat6ria, uma vez que fornecem medidas de tendéncia central e dispersdo da variavel. Além disso,

podemos calcular tais medidas a partir da fdp de uma variavel continua.

por

O valor esperado de X, denotado por E{X),

também conhecido como média de X, é obtido
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E(X) = j xf(x)dx,

Assim, temos que

: x* 3¢
E'[_X}—j_ xf(x)dx = j x—x dx_EE_T’
logo
3¢ 3(1++5)
E(X) = < = g 2123

Para o célculo da variancia de X, denotada por Var({X}, que mede o grau de dispersdo da

variavel em relagéo a sua média, obtemos inicialmente o segundo momento da variavel, isto é

& & s .
- L .3 3 x5 3¢
e como
Var(X) = E(X?) — E2(X),
segue que
o 397 (341:-)3 _ 3¢?
Var(X) = c 2 = a0
portanto,
. 3% 3(1+45)°
Var(X) = 30— 320 ~ (0,0932.

A partir da variancia, podemos obter o desvio padrdo de X, denotado aqui por DP{x), uma

vez que DP(X) = ,/Var(X). No nosso caso,

—_—
-

(242
DP(X) = \/Var(X) = 3¢

\Jl 80

¢V15
20

~ 0,3133.

A Tabela 2 apresenta a funcdo densidade de probabilidade (4) e suas propriedades obtidas.

Funcdo densidade de probabilidade

flx) = qbax “N(g.4 (x)
Funcéo de distribuicdo acumulada 0, x=0
3
: X
F(x) = (5) O<x<g¢
1, x =g
Valor esperado E
4
Variancia 3¢°
80
Desvio padréo $15
20

Tabela 2: Funcado densidade de probabilidade (4) e suas propriedades.
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2.2 DISTRIBUICAO SIMETRICA

Suponha agora uma variavel aleatéria X que assuma valores no intervalo {0,2¢h). Podemos
obter uma distribuigao simétrica em torno de ¢ para X ao fazer a translagdo do grafico de y = x* em
que x = 0 em 2¢ unidades a direita, obtendo um gréfico da forma apresentada na Figura 5. Exceto
pela constante de normalizacéo, a fdp serd igual a x* para x € (0,¢) e igual a (x —2¢)° se

X E {:qu Eqb}. Neste caso, a constante de normalizacdo é a metade da constante do caso simétrico,

isto e, L = pyes Assim, a fdp simétrica em torno de ¢» € dada por

flx) = (%200, (X) + (x — 2¢)°L100) ()], (6)

2@)3

e seu gréfico esta na Figura 5.

Figura 5: Gréafico da fdp simétrica (6).

A fda pode ser calculada por partes, isto é, para 0 <2 x =l ¢, temos que
F(x) = jxit dt == (E)EJ
2¢° 2\
ja para ¢ = x < 2¢h temos que

¢
F{x}=J; z;t dt+j (t —2¢)%dt =

N INE e

assim,
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0,x=10
1lix

E(E)a,ﬂﬂixﬁqb

(7)
) P =x<2¢

1, x=2¢.

O gréfico da fda (7) esta apresentada na Figura 6 e uma tabela com valores de F(x) para

alguns valores de x estéo na Tabela 3.

Figura 6: Gréafico da fda (7).

x Flx)=P(X=x)
0 0
0,5 0,0148

1 0,1180

1,5 0,3984

@ 0,5

2 0,7771

2,5 0,9529

3 1

Tabela 3: Valores da fda (7) para alguns valores de x.

O valor esperado de X é dado por

E(X) = j_m xf ()dx = 293:.3 Ué R L

26
x(x — 2¢p) fdx} = ¢.
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Além disso, é facil observar que

. 3 [r® % 11¢2
E(X¥)=— 4d +j x — 2¢p) 2dx| = ——,
(x2) 2¢3[J;x x ¢X{'x ¢) ] 10
de modo que
1167 92 (1+V5)
Var(X) = 10 ¢ =10~ " 30 =~ 0,5236.
Por fim, temos que
|'_3 10
DP(X) = [Var(X) = @ 10 5117,
J10~ 10

A Tabela 4 mostra a funcdo densidade de probabilidade (6) e suas caracteristicas calculadas.

Funcéo densidade de probabilidade £x) = 2¢3 [x Irog (1) + (x — 26)°I1g 5 ;.{x}]
Funcao de distribuicdo acumulada ( {ELX =0
. %(g) O <x <l g
R PR YT Y
2 0} T
\ Lx=2¢.
Valor esperado ]
Variancia ¢
10
Desvio padrédo $10
10

Tabela 4: Funcéo densidade de probabilidade (6) e suas propriedades.

3. CONSIDERACOES FINAIS

Apresentamos neste trabalho duas distribuicbes de probabilidade definidas em termos da
razdo &aurea e calculamos propriedades de tais distribuicdes, como a funcdo de distribuicdo
acumulada, o valor esperado e a variancia da variavel aleatéria continua sob tais modelos. A
importancia destas constru¢cdes estd no seu carater pedagodgico: conceitos de teoria de
probabilidade, fun¢Bes e geometria foram utilizados, além do envolvimento de ¢, que devido as suas
diversas propriedades, desperta interesse e curiosidade de matematicos e do publico em geral até os
dias de hoje.

Evidentemente que o presente trabalho pode ser estendido naturalmente. Outras
propriedades das distribuicbes de probabilidade obtidas podem ser calculadas, tais como suas

funcbes geradoras de momentos e funcdes caracteristicas por exemplo. Além disso, funcbes além da
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guadratica sdo facilmente adaptaveis de modo a envolverem a razdo aurea e serem interessantes

sob o ponto de vista probabilistico, como as fun¢des exponenciais.
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