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RESUMO

Uma funcédo de Green é uma fungdo matematica utilizada para resolver equacdes diferenciais ndo
homogéneas sujeitas a condi¢des iniciais ou condi¢cdes de contorno determinadas. Esta funcéo tem
aplicacbes em varias areas da fisica tedrica tais como mecanica, eletromagnetismo, acustica e teoria
de particulas elementares. Neste trabalho, com objetivo de mostrar a eficiéncia deste método, é
realizado um exemplo de aplicagdo pratica na area de ciéncias térmicas, a partir de uma

particularizacdo do método geral deduzido.
PALAVRAS-CHAVE: Equacbes diferenciais. Funcdo e Green. Conducéo de calor.

ABSTRACT

A Green function is a mathematical function used to solve inhomogeneous differential equations
subject to initial conditions or given boundary conditions. This function has applications in various
areas of theoretical physics such as mechanics, electromagnetism, acoustics and elementary particle
theory. In this work, in order to show the efficiency of this method, an example of practical application
in the area of thermal sciences is carried out, from a particularization of the general method deduced.

KEYWORDS: Differential equations. Function and Green. Heat conduction.

RESUMEN

Una funcion verde es una funcién matematica utilizada para resolver ecuaciones diferenciales no
homogéneas sujetas a condiciones iniciales o condiciones de contorno dadas. Esta funcién tiene
aplicaciones en diversas areas de la fisica tedrica como la mecanica, el electromagnetismo, la
acustica y la teoria de particulas elementales. En este trabajo, con el fin de mostrar la eficacia de este
método, se lleva a cabo un ejemplo de aplicacién préactica en el &rea de las ciencias termales, a partir
de una particularizacién del método general deducido.

PALABRAS CLAVE: Ecuaciones diferenciales. Funcion y verde. Conduccion de calor.

INTRODUCAO

As funcbes de Green sédo utilizadas para solucionar equacgfes diferenciais parciais nao
homogéneas. O método de resolugdo envolve obter a solugdo do problema em termos de uma
funcdo de Green. Em seguida, deve-se tratar o problema como se fosse homogéneo, onde a funcdo

de Green é a solucdo do problema homogéneo. Uma vez resolvida a versdo homogénea, basta

substituir a solu¢éo na solucdo do problema inicial.
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Este método é muito empregado na area de ciéncias térmicas em problemas de conducéo de
calor em regime transiente com geracao interna de calor. Neste trabalho sera apresentado o
procedimento para resolver problemas de conducéo de calor usando o método de fungdes de Green.
A fim de demonstrar a eficiéncia do método, um exemplo de aplicacdo pratica na area de
ciéncias térmicas sera resolvido a partir de uma particularizagdo do método geral deduzido. Para
resolver o exemplo serd utilizado o software Maple com a finalidade de facilitar a resolu¢éo, mostrar
os resultados de uma forma mais objetiva através de graficos, mas principalmente com o intuito de
aprimorar os conhecimentos do aluno sobre este software tao eficaz.

O USO DA FUNCAO DE GREEN EM PROBLEMAS DE CONDUCAO DE CALOR

Para demonstrar a aplicagdo do método de Fung¢8es de Green na area de Ciéncias Térmicas
sera considerado o problema tri-dimensional de condugcdo de calor transiente em um corpo
submetido a uma geragao interna de calor. Este problema é expresso da seguinte forma:

V2T (r 1) +rg(r,t)== 200
I a Ot naregido R, t> 0 (1)

k%m T=h.T,.=f.(r,t)

i ,emS;,t>0(2)
T{?’,D:l:Fl:;F’:l (3)

Pretende-se resolver a equacéo diferencial parcial, Eq. (1), para encontrar a distribuicdo de
temperatura transiente do sélido em questdo. A posicao espacial dentro do corpo é indicada pelo
vetor r que pode ser escrito em qualquer sistema de coordenadas ortogonais. O termo g(r,t)
representa a geracdo de calor volumétrica, dependente do tempo e da posicdo. A condutividade
térmica k e a difusividade térmica a sao propriedades constantes do sélido.

A Eq. (2) representa as condi¢cdes de contorno, onde a derivada espacial d/0n; indica a
diferenciac@o ao longo de uma normal apontando para fora da superficie S;, sendoi=1,2,..NeNo
namero de superficies.

A condic¢éo inicial de distribuicdo de temperatura esta representada pela Eq.(3).

METODO DA FUNGCAO DE GREEN

Para solucionar este problema ndo homogéneo de conducéo de calor, deve-se considerar um

. L
problema auxiliar aplicado na mesma regido R, cuja solucdo é Glr,t |r T

Problema auxiliar:
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—-

naregido R, t>r1(4)

&G
emS; t>r1(5)

Fisicamente, a Funcao de Green “G” pode ser interpretada como a temperatura na posigao r,

no tempo t, devido a um impulso de energia gerado na posicao r’, liberando energia em um

determinado tempo 1. De acordo com essa interpretacdo, a funcdo de Green pode ser definida como:

G(r,t|r'.1|=G|efeito |impulso |

Onde o segundo argumento, “r’,7", representa o impulso, ou seja, a geragédo impulsiva de

calor na posi¢do r” e no instante de tempo 1. O primeiro argumento refere-se ao “efeito”, ou seja, a

temperatura resultante desse impulso em uma posi¢éo r e um tempo t.

Observando o problema auxiliar, nota-se que na Eq. (4) foi introduzida a funcdo Delta de

Dirac para substituir o termo fonte de geracdo de energia. Além disso, as condi¢bes de contorno para

a funcdo de Green sdo homogéneas.

A funcao &(r - r’) representa a fonte de calor na posicéo r’, que pode ser pontual, de linha ou

de superficie. A funcdo o(t - ) indica que fonte de calor instantanea esta liberando sua energia no

tempot=r.

A funcdo de Green que satisfaz o problema auxiliar obedece a seguinte relagdo de

reciprocidade:

G(r.tlr,1)=G(r',—1|r,—t| @

Substituindo essa relacdo na Eq. (4),

o6

?§G+léfr—r']ﬁt’r—*r]:——
a C ’ acT

Onde € o Laplaciano para as coordenadas r” e o sinal negativo do lado direito da equacao

deve-se a substituicdo de t por — 1.

Retornando a Eq. (1) do problema inicial, podemos escrevé-la em termos de r” e r como,

o1 ... 18T
T+=glr 1)==2L
VoT+pglrTl=o7

©)

RECIMAZ21 - Ciéncias Exatas e da Terra, Sociais, da Saude, Humanas e Engenharia/Tecnologia



v.4,n.3, 2023

A A RECIMA21 - REVISTA CIENTIFICA MULTIDISCIPLINAR
REC'MAZ ISSN 2675-6218
UTILIZAGAO DAS FUNCOES DE GREEN NA MATEMATICA NA R_ESOLUCAQ DE PROBLEMAS DE VALORES
DE CONTORNO NAO HOMOGENEOS: CON\?\L;’(SSAGOa%Eaerﬁh?ai

Ainda, multiplicando Eq. (8) por T, multiplicando Eq. (9) por G, e subtraindo (8) de (9) tem-se,

(GVRT-TVG 1+lg|r T|G——6ir —r)s(t—t)T=1250

Agora integramos Eq. (10) em r” sobre a regido R, e integramos também rde 0 a t* + €, onde

£ € um namero arbitrario e pequeno. Entao,

e+ Ta+E

J [elGVIT-TVG|dv'dr+ | j =Gglr',t)dv'dt—-Tii

=1 R =0 R (11)

As integrais envolvendo fun¢Bes Delta de Dirac sdo simplificadas devido a propriedade:

[ slt—t).dt [ 8lr—r|.T(r 1).dr'=T(r 1)
=0 R

Isolando o termo T(r,t) (Que é exatamente o0 que estamos procurando),

T+E T+E

T(r,t)]=— jGT‘*fm +jj ZGglr,tidv'dt+ [ [a(GVET-TV}G|dv'dr
—{IR =0R (12)

Ainda é possivel manipular esta expressao, reescrevendo cada termo de uma forma mais

simplificada. O primeiro termo pode ser substituido por:

[ Glr,tlr,0|F(r"|dv'
R (13)

Pois T(r",0)=F(r) e Gir,0 | r,t*)=0 para =it (n&o existe resposta antes de um impulso
ser emitido). Aplicando o teorema de Green para o terceiro termo € possivel transformar a integral de

volume em integral de area,

I+E t= N -
-[ H(GvéT_Tvg 'd‘l- m -[ Z -[ ]" —J" TE:I\._CI:L":J" ds;-m
=0R t=0i=ls | én. 14)

Multiplicando a condigdo de contorno (2) por G, a condicao (5) por T e subtraindo, se obtém:
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5 5 (r,T)
(Gf_r|r'=r _TG_GL':J' ):r_G
& n; ! dn; k;

(15)
Assim, se encontra a solugdo T(r,t) para o problema tri-dimensional de condugéo de calor,

em termos da fun¢éo de Green:

T(r tl__[Glr tlr',0|F(r' |d1+_[ J-IGIr tlrtlglr T)dv dr+
=0 R (15)

F s
va [ ZI—f'(;'_JT']GI'rJE|r',T'Ids;.d‘E

A solucdo acima é composta por trés termos que possuem significados fisicos distintos. O
primeiro termo computa os efeitos da distribui¢&o inicial de temperatura. O segundo termo carrega a
influéncia da geracéo interna de calor, e o terceiro termo est4 computando os efeitos das condi¢des
de contorno ndo-homogéneas.

Agora fica facil obter as solu¢Bes para os casos uni e bidimensionais a partir da Eq. (18).

Problema bidimensional:

TI'rJE'I:_[ Glr,tlr,0|F(r r'Iqt:LﬂL’+g— _[ jGI'rJt|r',’f'|g|_:r':’f]dﬂ’d‘r+
=0 4

t N
va | Zj Glrt|r T|dl.dr
=01 lC (16)

Problema unidimensional:

TI'xJE'I:J- xFG(x,t|x",0|F[x r'Ia:‘I;h:'+g— _[

_[x PGix,tlx,TIglx, T)dx" dT+
=0 L

L2 fir,T
va [ Zi'( 1G|xt|x T/dr
=0 1=1"1 (17)

Onde x* é a fungéo peso de Sturm-Liouville com valor igual a 0, 1 ou 2, para uma placa, um

cilindro ou uma esfera, respectivamente.
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DETERMINACAO DA FUNCAO DE GREEN

Na secao anterior foi obtida a distribuicdo de temperatura T(x,y,z,t) em termos da fun¢do de
Green. Entdo, agora basta determinar a funcdo de Green para encontrar a solu¢ao do problema!
A fim de determinar G, deve-se considerar o problema como se ele fosse homogéneo, ou

seja, desconsiderando a geracéo interna de calor e adotando condi¢cfes de contorno nulas. Assim,

o 18%(r.t]
vz"l—*‘ir:tl:—,.—::

’ I § ot (18)
SE L HY=0
on; (19)

I.F':;F',D]:F':;F'} (20)

Através do método de separacdo de varidveis pode-se obter a solucdo geral para este
problema.
Além disso, sabe-se também que a solucdo geral, de acordo com a Eq. (18), pode ser

expressa em termos da funcéo de Green por:

Tl'r,r'I:J' Gir,t|lr,0|F[r'ldv"
R (21)

Assim, a Eq. (28) pode ser comparada com a solugcdo geral obtida através do método de
separacdo de variaveis para o problema homogéneo da Eg. (25). Desta comparacgédo, determina-se a
funcéo de Green em 1 = 0. Para obter a funcdo de Green para valores de 7> 0 basta substituir t por ('t

- T) na expressao resultante.

APLICACAO PRATICA

A fim de demonstrar o poder deste método de solucdo de equacdes diferenciais, sera
apresentado um problema de aplicacdo pratica na area de ciéncias térmicas, onde o método da
funcdo de Green seré utilizado para obter a solucgéo.

O problema consiste em determinar a distribuicdo de temperatura em um chip que contém
um componente eletrénico dissipando energia a uma taxa constante. Neste caso, o problema pode
ser modelado como uma placa de dimensdes 0 < x < a, 0 <y < b, sujeita a uma geracao interna de
calor pontual (em x=x" e y=y’). Portanto, trata-se de um problema bi-dimensional de conducéo de

calor em regime transiente, com geracéao interna de calor:
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As condi¢Bes de contorno séo do primeiro tipo, temperaturas prescritas:

T(0,y,t)=fs(t) T(x.0,t)=f(t]

T{a,y,t)=f,(t) T(x,b,t)=f.lt)

E a condigéo inicial é:

T(x,y,0)=F(x,y]

Conforme mostrado anteriormente, deve-se primeiramente resolver a versdo homogénea do

problema:

& ﬁw 18u(x,y,t)
8 x° E:'y o ot

¥(0,y,t)=%(a,y,t)=0

¥(x,0,t)=%(x,b,t)=0
wix,y,0)=F(x,y)

Por separacéo de variaveis, a solucdo geral é:

a b ‘ [
) ) L W gy v L)1)
!_.!II_nyJE_I:J._I- iz Z e = 7 5111|ny 5111|1, X| 5111|ny 5111|‘L,r,}='” Flx'y'ldx'dy'
00 :

[

=

Mas a mesma solugdo também pode ser dada pela Eg. (18) em termos da funcéo de Green

por:
a b
!_H[xj}gr]:_[_[ Glx,y,tlx,y" 0|F(x", y'|dx"dy’
00
Comparando as duas solu¢fes obtemos a funcdo de Green em 7 =0:
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. \ 4 2 & _‘5‘".}’?; o lz} . \ . \ . ) . )
GI_XJ}’JH',}",UJ:—G > e " sin| y, x/sin|v,x jsin|y,x'|sin(v,y ']
oY < —

Substituindo t por (t - 1) obtém-se a funcéo de Green para o problema:

4 @& slypvpled
Glx,y,tlx,y Tl_ﬁz Z € sin| Y, X Sin vy, x jsin |y, x " jsin (v, ¥ |
m=1ln=1

Assim, finalmente se obtém a solugéo final para a distribuigdo de temperatura na placa:

; . _d_ o= —al:}r ¥V zll.'[i . . . . ab . . . . R .
— ] H | e 2 ! H L 2 ri T r r
THJ}’JEJ—E >e ot 5111|__}!nxl,5111|__1,-mxl,_|._|. sin|y,x'|sin|v,y ") Flx' y|dx"dy'+
-Ym=l n=1 o0

—aly +v )—1]
L

a0 a0 i ab
#2233, snfy,xjsinfv,y)f e 7 7 duf [ sinfy,x)sin(v,y')g(x,y\ Tl dy'+
, L] .':' 2D () ., \ 1 J i

—aly +v ylie-1) I . . . . . . . C 1
e Tom d‘IZ_[ 5111|_}rnx:5111|_1-‘mx:5111|_}rnx'1:5111|.1,-'my’1:f,.|_x1',y1”f_IFdh
= A . ) . ) . ) ;

s

3

I

-

=

I

oy

= -

Em seguida, os dados do problema serdo inseridos na expressao acima e o problema estara

resolvido!

DADOS DO PROBLEMA

O chip consiste em uma placa de silicio de acordo com a figura 1, com dimensdes a=10 e
b=10, onde um componente eletrdnico pontual (fonte da dissipacdo de calor) esta fixado no substrato
de silicio na posigdo x’=a/3 e y’=b/3, dissipando 50 W. O silicio possui condutividade térmica k=150
(W/m.K) e difusividade térmica a=9,19 E-5(m2/s).
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v

B3| @

A/3 X

Figura 1: Aplicacdo do método, placa de silicio.

Este problema foi analise nas seguintes condicdes:

Temperaturas prescritas:
T(0,y,t)=Tla,y,t)=0
T(x,0,t)=T(x,b,t)=0

Condicao inicial:
T(x,y.0)=0

Geracéao interna de Calor:

g,=50W

A partir dessas condicdes, a expressao para a distribuicdo de temperatura no chip se reduz a:

( y = = ! —-:rl:}f +v L |lt—1l
T{J{J J‘,JEJ_% ‘Iib Z Z nl}'r X |51]1|'|.- J.-’ISI]](}-’ g)sin(vm%)-[e P 4t
m=1n=1 _ o

Alguns gréficos foram feitos para avaliar o problema e ilustrar com mais clareza os resultados
obtidos.
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Inicialmente obteve-se a distribuicdo de temperatura ao longo de duas linhas na direcao X,

sendo uma delas passando exatamente sobre a fonte de calor, em y=b/3, e a segunda linha

passando no meio da placa, em y=b/2. Esta andlise tem o objetivo de avaliar a influéncia da

proximidade da fonte de calor na temperatura da placa como pode ser visto na figura 2.

Tempo =300z

0,0012 +

0,0010 +

0,000 -

0,0006

Temperatura

0,0004

0,0002 +

I T T T T T T T T
2 4 & 8

Compritnetito X

=

-0,0002 -

—— v=h/3 (fonte) v=hiZ |

Figura 2: Influéncia da proximidade da fonte de calor na temperatura da placa.

A segunda andlise mostra o efeito do nimero de termos da série considerados no calculo.

Foram feitos célculos usando 3, 10 e 50 termos da série e os resultados sdo apresentados no grafico

abaixo. A figura mostra a distribuicdo de temperatura ao longo de uma linha na direcéo x, passando

na posi¢ao y=h/3, no tempo t=500s.
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t=3003, y=h/2
0,05
0,07 1
0,06 —

0,05

0,04

Temperatura

0,03

0,02

0,01

Comprimento x
10 termos

| 3 termos 50 termos |

Figura 3: Influéncia do ndmero de termos na distribuicdo de temperatura da placa.

No grafico da figura 3 nota-se a influéncia do nimero de termos considerados para a
convergéncia dos resultados. Quanto maior o nimero de termos da série maior a temperatura.
A terceira andlise feita mostra a distribuicdo de temperatura ao longo de toda a superficie do

chip no tempo t=500s, indicando as linhas isotermas como podemos ver na figura 4.a na figura 4.b.

Distnbuigiio de Tempersatura . Linhas [sotermas

¥

Figura 4 a: Analise feita mostra a distribuicdo de temperatura ao longo de toda a superficie do chip
no tempo
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Linhas lsciemmas

Figura 4 b: Andlise feita mostra a distribuicdo de temperatura ao longo de toda a superficie do chip
no tempo

CONSIDERACOES

Foi apresentado neste trabalho o procedimento para a resolucéo de problemas de conducéo
de calor usando o método de Funcdes de Green. Com base neste conhecimento, foi proposto um
exemplo prético para ser resolvido através desse método, evidenciando a sua eficiéncia e utilidade. O
exemplo pratico resolvido trata sobre um problema bidimensional de conducgdo de calor em regime
transiente, com geracgédo interna de calor. Mais especificamente, a ideia era obter a distribuicdo de
temperatura em um chip, onde um componente eletrdnico dissipa energia a uma taxa constante. A
equacdao diferencial que rege este problema é ndo-homogénea, o que dificulta a sua solugdo. Neste
trabalho o método de funcdes de Green foi empregado e o problema foi resolvido com relativa
facilidade. E possivel perceber que este método tem grande aplicagdo na area de ciéncias térmicas.

Para resolver o exemplo pratico proposto foi utilizado o software Maple. Este software € uma
ferramenta muito eficiente e pratica para a solugdo de problemas mateméticos, além de permitir a
confeccao de graficos e animacdes que ajudam a compreender melhor os fendmenos fisicos por tras
das equagbes matematicas.
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