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RESUMO

O presente artigo tem como objetivo apresentar uma demonstragdo para um importante resultado
apresentado pelo matematico Hopf, em 1940, no qual é determinada a dimensao de uma algebra de
divisdo sobre os reais.

PALAVRAS-CHAVE: Algebras reais. Algebras ndo associativas. Algebras de divisdo.

ABSTRACT
This article aims to present a demonstration for an important result presented by the mathematician
Hopf, em 1940, in which the dimension of a division algebra over reals is determined.

KEYWORDS: Real algebras. Non-associative algebras. Division algebras.

RESUMEN
Este articulo tiene como objetivo una demonstraciéon de un importante resultado presentado por el
matematico Hopf, em 1940, en el que se determina la dimension de un algebra de division sobre reales.

PALABRAS CLAVE: Algebra reales. Algebras no asociativas. Algebras de division.

INTRODUCAO

O presente artigo tem como objetivo apresentar uma demonstracdo para um importante
resultado apresentado pelo matematico Hopf, em 1940, no qual é determinada a dimensdo de uma
algebra de divisdo sobre os reais. Seguindo Hopf, provaremos um teorema sobre aplica¢des impares
de esferas, do qual o teorema sobre algebras de divisédo seguira como corolario.

O matematico Gauss, em 1831, estava convencido que uma extensdo dos nimeros complexos
que preservasse as propriedades basicas de um corpo era impossivel, o que foi chamado de “sistema
de numeros hipercomplexos”.

No ano de 1843, o matematico Hamilton descobriu os nimeros quatérnios, e pouco tempo
depois, os matematicos Graves e Cayley construiram 0s numeros octdnios. Esses numeros
hipercomplexos ndo séo corpos — no caso dos quatérnios a lei da comutatividade é perdida e no caso
dos octbnios a lei da associatividade é abandonada — mas todo elemento ndo nulo possui inverso. A
propriedade de divisdo (esta propriedade dos nimeros racionais foi considerada indispensavel pelos
criadores da teoria) pode ser realizada e sem ambiguidade.

Atualmente o sistema de nameros hipercomplexos sdo chamados de algebras reais. Se a

divisdo pode ser realizada de forma inequivoca, chamaremos de algebras de diviséo.
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Em 1867, o matematico Hankel publicou uma demonstragdo de que nenhum sistema de
nameros hipercomplexos satisfaz todas as propriedades bésicas de um corpo. Entretanto, em 1877, o
matematico Frobenius conseguiu uma resposta mais concreta ao provar que as Unicas algebras de
divisdo (associativas) sobre os reais (a menos de isomorfismos) séo o corpo dos nimeros reais, 0 COrpo
dos niimeros complexos e a algebra dos quatérnios.

O problema para a algebra ndo associativa (= associativas ou néo) sobre os reais ainda
perdurou, sendo estudado por um bom tempo. Hopf demonstrou, em 1940, que a dimens&o de uma
algebra de divisdo sobre os reais é uma poténcia de 2. J& a classificacao final, feita em 1957 pelos
matematicos Bott, Milnor e Kervaire, mostrou que as algebras de divisdo sobre os reais sédo isomorfas
a algumas das seguintes algebras: ao corpo dos nimeros reais, ao corpo dos nimeros complexos, a

algebra dos quatérnios ou a algebra dos octénios.

1 REFERENCIAL TEORICO

Nesta secéo apresentaremos conceitos fundamentais para o entendimento e demonstragao do

Teorema de Hopf sobre &lgebras de divisao reais.

Definicdo 1.1. Seja V um espaco vetorial sobre RR. Este espaco é chamado algebra sobre

IR (ou R-algebra ou ainda &lgebra real) se for possivel definir sobre ¥V uma operacéo binaria que

chamaremos de multiplicagéo,

VXV -V,

(x,y) P xy,

satisfazendo as duas leis distributivas:

(ax + By)z = a(xz) + B(ay);
x(ay + pz) = alxy) + p(yz),
coma,f € Rex, y, z€ V. Emoutras palavras, se a multiplicagéo for bilinear.
Em particular, as relagBes
a(xy) = (ax)y = x(ay)

sempre serdo vélidas.

Se vale a lei associativa x(yz) = (xy)z, com x, y, z € V, entdo a &lgebra é chamada
associativa. Se vale a lei comutativa xy = yx, com x, y € V, entdo a algebra é dita comutativa. Em

geral, as R-algebras ndo sdo comutativas e nem associativas.

Um elemento 1 € V é chamado de elemento identidade (ou elemento unidade) se 1x = x1 =

x, Vx € V. Quando V possui um elemento identidade, ela é chamada algebra com identidade. Se a
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unidade 1 = 0,entdox = 1x = 0x, Vx € V,ouseja, V = 0.

Para distinguir algebras definidas a partir do espaco vetorial V, o simbolo da multiplicagéo é
muitas vezes indicado de modo explicito como parte da notacdo, de modo que escrevemos A =
(V, .). A dimensao da algebra <A sobre R, denotada por dim A, é a dimensé&o do espaco vetorial

V sobre R, isto ¢, dim A = dim V.

Definicdo 1.2. Uma algebra A #+ 0 sobre R é dita uma algebra de divisdo, se para quaisquer

a,b €V, coma # 0 as duas equacbes

ya =b

tém solugGes Unicas em A. No caso em que a algebra A é associativa, a condicdo para ser algebra

de divisdo é que todo a # 0 tem inverso (Gnico).

Definigdo 1.3. Um elemento x de uma algebra A é dito divisor de zero em A se existe um
elemento y # 0 em A tal que xy = 0 ou yx = 0. Uma &lgebra A é chamada sem divisores de zero

se esta ndo contém divisores de zero. Nesta, a equacédo é xy = 0, se, e somente, x = Qouy = 0.

Definicdo 1.4. Se A = (V, .) e B = (W, .) sdo duas &lgebras quaisquer, uma funcdo R-

linear bijetora f: V — Wé dita um isomorfismo de R-algebras, se
fxy) = fF)f ),
quaisquer que sejam x,y € V.

Teorema 1.5. Seja A uma R-algebra de dimenséo finita 1, entdo as seguintes afirmacdes séo

equivalentes:

i. A éuma algebra de divisao;

ii. A nao possui divisores de zero.
Prova:
i) = i)
Seja A uma algebra de divisdo. Sejam a,b € A e a # 0, entdo
ax=beya=5»b
possuem Unicas solugdes. Suponha que ab = 0. Como a # 0, entdo b = 0, pois 0 é solucdo de
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ax = (0 e essas solucdes sdo Unicas por hipotese. Portanto, <A ndo possui divisores de zero.

i) = i)

Queremos mostrar que a equacao

ax = b, (1.1)

com a # 0, possui solucéo.

Seja

€1,€2, ..., €n
uma base do espaco vetorial A. Multiplicando cada elemento da base a esquerda por a, teremos:
aeq,aey, ..., ae,. .2)

Provaremos que os vetores acima formam outra base de A. Suponha que os vetores (1.2.) ndo sdo

linearmente independentes, entdo existem ky, ..., k, € R gue ndo sao todos nulos tais que
kiaeq + kyae, + - +k,ae, = 0.
Assim,
ak,e, + ak,e, + - +akye, =
alk,e; + kye, +--- +k,e,) = 0.
Como a # 0 e por hipdtese A ndo possui divisores de zero, entdo
kieq + kye;, +++- +kye, =0,

contradizendo o fato de que ey, €5, ..., €, formam uma base de A. Assim, os valores de (1.2.) séo

linearmente independentes e, portanto, uma base de A. Agora, escreva b como combinagio dos

elementos da nova base, ou seja,
jiaeq + jrae, +--- +j,ae, = b,
onde j1, ..., jn € R. Logo,
a(jiey ++ +jnen) = b

o que implicaem j;e; + -+ +j, €, ser uma solucdo de (1.1.). Agora mostraremos que essa solugéo é

Unica.
Seja x’ outra solugéo de (1.1.), ou seja, ax’ = b. Logo,
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ax =ax' > ax-ax' =0
= a(x-x") =0.

Como A nao possui divisores de zero e a # 0, temos que

Agora vamos mostrar que a equagao

com a # 0, possui solucgéo.
Novamente, seja
€1,€2, ..., €n
uma base do espaco vetorial A. Multiplicando cada elemento da base a direita por a, teremos:
eia,esq, ..., e Q. 1.4)
Provaremos que os vetores acima formam outra base de A.

Suponha que os vetores de (1.4.) ndo séo linearmente independentes, entdo existem ll' 'ln €

IR que n&o sdo todos nulos tais que:
lieqa + lye,a + -+ L,e,a = 0.
Assim,
(liey + ey + -+ lep)a = 0.
Como a # 0 e, por hipotese, A ndo possui divisores de zero, entdo
lLieg + ey + -+ e, =0,

contradizendo o fato de que eq, €y, ..., €, sdo uma base de A. Assim, os valores de (1.4.) séo

linearmente independentes e, portanto, uma base de A. Agora, podemos escrever b como uma

combinacéo dos elementos da nova base, isto é,

mye.a + mye,a+ -+ mye,a = b,
onde mq,my,, -, m, € R. Logo,

(mye; + mye, + -+ mue)a=>b

0 que implicaem mye; + mye, + --- + mye, ser uma outra solugdo de (1.3.). Agora, mostraremos
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gue essa solugdo € Unica.
Seja y’ outra solucdo de (1.3.), ou seja, y'a = b. Logo,
ya=vy'a=>ya—y'a=0
=(y-y)a=0
Como A nao possui divisores de zero e a # 0, temos que:
y=y' =0=>y=y"

Para demonstrar que (1.2.) e (1.4.) sdo bases, usamos o seguinte teorema de Algebra Linear:
seja I/ um espaco vetorial de dimensédo n. Se os vetores v, ***, Vp sdo linearmente independentes,
entdo p < n. Se p = n, entdo os vetores formam uma base de V.

Portanto, A é uma algebra de divisdo. m

Agora mostraremos que R™ com o produto induzido por uma algebra A é uma &lgebra de
divisdo. Seja A uma algebra de divisdo de dimensdo n sobre R. Em particular, A é um espaco vetorial

sobre R. Logo, sejam B = {v, ..., 1, } uma base de A sobre R e uma aplicagéo @5: A — R™ dada

por:
dp(v) = ¢plagvy + +anvy) = (ay, ..., Ap),

onde v = v; ++ + a,v, € A, coma; € R, Vi € {1,...,n}. Esta aplicagdo estad bem definida,
pois qualquer elemento arbitrario v de <A podera ser escrito como combinagéo linear dos elementos
da base e assim, por definigdo, existe ¢z (v), paratodo v € A, e temos também que para cada v €

A, existe um Gnico ¢pg(v) em R™.

Da Algebra Linear, sabemos que a escolha de uma base do espaco vetorial A sobre R

estabelece um isomorfismo (de espagos vetoriais) entre A e R™. De fato,

1. ¢p é linear:
Prova:

i. Sejam v,w € A tais que V= v; + -+ a,v, € w= v+ -+ Bv,, com

a;,B; € R ondei € {1,---,n}. Entdo:
ep(v +w) = pplavy + -+ apvy + vy + -+ + Brvy)
= (pB((al + ﬁl)vl + -t (an + ﬁn)vn)
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= (ay + By, an + Br)
= (g, -, an) + (B1, -+, Bn)
= @p(v) + pp(w).

i. Sejama € Rew € Atalquew = f1v; + -+ +,V,,comf; € Rondei € {1,...,n}.
Logo:

pplaw) = ‘PB(“(,31V1 + -+ ,ann))

= @pafivy + -+ afyvy,)

= (apy, -, afn)
= a(ﬁl) "'Jﬁn)
= apg(w).m

2. ¢p é bijetora.
Prova:
Sejam v,W € A taisque Vv = @ V1 + -+ a Uy, W = 101 + -+ LV, com a;, Bi € R,
onde i € {1,...,n}. Temos que:
pp(v) = pg(w);
oplavy + -+ apvp) = p(B1vy + -+ + Brvp);
(ay, -, an) = By, Bn) © ay = Py,  an = P,
o0 que implica que @ vy + - +a, v, = L1V1 + -+ +BpVy. Logo, P é injetora.
Para mostrar que ¢ é sobrejetora, usaremos o seguinte teorema da Algebra Linear:

Sejam E, F espacos vetoriais de mesma dimens&o finita 1. Uma transformacéo linear A: E —

F é injetiva se, e somente se, é sobrejetiva e, portanto, um isomorfismo.

Assim, @g € injetora, e como dim A = dim R", entdo @g é sobrejetora. Logo, @g €

bijetora.m

Portanto, temos um isomorfismo entre os espagos vetoriais A e R™. O isomorfismo ¢g

permite transferir a operagéo “-”, definida em - : A x A — A, para o R™ do seguinte modo:

(a1, o @n) - (Br, s Br) = ¢5(@5 (a1, o @) - 95 (Br, -, Br)), (15
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onde no lado esquerdo de (1.5.) a multiplicacido é em R™ e do lado direito a multiplicagéo é em A.

Afirmac&o: Com a operacéo dada por (1.5.), R™ é uma algebra sobre os reais.
Prova:

Sejama,b,c € R"eaq,B € R,ondea = (ay,...,an), b = By, ... B)ec = (y1, ., ¥n)-

Entao

a(ab + ,BC) = (alf '“'an) : (a(,Bll '"lﬁn) + ,8()/11 ryn))
= s (95" (a1, ) - d5 (@ Br, ) + B+, ¥)) )
= g (a(d5" @y, @) - b5  Bu+, B)) + B(d5 (@, ) - $5 o+ 7))

=a ((all'“'an) ' (ﬁll""ﬁn)) + ,8(((11,"',0—’71) : (Y1:"‘:Vn))
= a(ab) + p(ac);

e

(aa + pb)c = (alay, -+, an) + BB, Br)) - (Vi ¥a)
= ¢B ((pl;l(a(al’ “"an) + ﬁ(ﬁll ',Bn)) : ¢§1(V1, ryn))

= ¢ (a(@5 (@r, ) - 95 Qi v)) + B3 Brr -+, ) - 85" (oo 7))

= a((ay, -, an) - 1)) + B(Br -+ B) - (1, )
= a(ac) + B(bc).
Logo, R™ com a operacéo de (1.5.) torna-se uma algebra sobre os reais. m

Para que ¢y seja um isomorfismo de algebras, teremos que demonstrar ¢g(v-w) =
¢p(v) - pg(w), para quaisquer v,w € A. Sejam V,w € A tais que V = @,V + -+ apv, e

W = Biv; + - + oy, com ay, i € R, onde i € {1, -, n).
Assim,
¢p() - pp(W) = ¢playvy + -+ apvy) - Pp(Byrvy + -+ )
= (al"":an) . (ﬁl'"':ﬁn)
= ¢ (¢ (ar,~, @n) - $5 (B, -+, Bn))
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= ¢p (@101 + -+ anvn) - (Byv1 + - + B, vn))

= ¢p(v-w).

Como A é uma algebra de divisdo, temos que R™ com o produto induzido pelo de A, também

sera uma algebra de divisdo. De fato, dados a, b € R", a # 0, R™ sera uma algebra de diviséo se as

duas equacfes

possuirem Unicas solucdes, ou seja,
ax = b = ¢p(p5(a) - 5 (x)) = b
= ¢5' (@) - ¢5' (x) = 5" (D).

ya=b= ¢5(¢5' () ¢5'(@) =b
= ¢5' () - ¢5' (@) = ¢5' ().
Como A é uma algebra de divisdo, existem Unicos U, v € A tais que:
¢5' (@) - u=¢z'(b)ev-¢5'(a) = p5'(h).
Afirmagao 1: ¢ (1) é solugéo Unica de ax = u.

Prova:

De fato, temos:
a- ppw) = ¢5 (95 (@) - 95 (65w)))
= ¢p(¢5' (@) - u)
= by (05" ®) =
Suponha que ¢p (u’) seja outra solucdo para ax = b, entdo
a-¢g(u) =Db.
Como A é uma algebra de divisao, existe U’ € A tal que pzt(a) - u’' = ¢p51(h). Logo, u = v’
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Se ¢pg(u) # ¢pg(u’), entdo u # u', pois ¢y é injetiva, o que é uma contradicdo. Concluimos ent&o

que pp(u) = pp(u).m
Afirmagao 2: ¢ (v) é solugéo unica de ya = b.
Prova:

De fato, temos que:
$s(v) -y = 05 (651 ($») - $5' "))
= ¢s(v- 05 ()
= ¢5(#5' )
= y.
Suponha que ¢5(v") seja outra solugéo para ya = b, entéo:
¢s(v')-a=b

Como A é uma algebra de divisao, existe v’ € A tal que v'¢p51(a) = ¢p51(b). Logo, v =

V. Se ¢zt (v) # ¢p51(v'), entdo v # v, pois ¢y é injetiva, 0 que é uma contradicdo. Assim,

dps(v) = ¢pp(v').m

Portanto, R™ com o produto induzido de A torna-se uma algebra de diviséo, e pelo Teorema

1.5., ndo possui divisores de zero.
Seja S™1 = {x € R™; ||x|| = 1} uma esfera unitaria e f uma fungéo definida como segue:
f: Sn—l X Sn—l N Sn—l;
(v,w) »v-w.
Sev,w € S™ 1 entaiov = 0ew % 0.
Sea,b e R"eab =0,entdoa =0oub = 0.

Portanto, f:S™ 1 x S"1 - R"™ nunca assume o valor 0. E possivel, entdo, definir
g.Sn—l X Sn—l N Sn—l

dada por

fw)

9w =1l
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Sobre g podemos afirmar:

1 g(-v,w) =

De fato,

g, —w) = —g(v,w).

g(v,w) = f(=v,w)
[1f (=v,w)]]|
_ —-v-w
Cl=v-wl|
_—(w-w)
v wl|
__f,w)
ACARIN
=-g(v,w)
g, —w) = %
B v(—w)
~lv(=w)l|
—(vw)
T vw
__ _fw)
Ifww)l
=—g(v,w).

Dizemos que g é uma aplicacédo impar.

(2) g é continua.

Escolha em S™1 x §™~1 3 norma do maximo:

1w, V)1l = MAX{[[ull, l1v]1}; ¥ (u, v) € S™71 x S™7L

Vamos, primeiro, mostrar que f é continua. Para isso, dado € > 0, devemos exibir § > 0 tal que, se

[|(w, v) — (ug, vo)l|m < 6, entdo, ||f (u,v) — f(ug, vo)|| < €. Observe que

I1f (w,v) — f(up, v)|| < € &

ellu-v—uy || <es
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Sllu-v—uy-v+uyv—uy vl <ee
S [lu—uol| - [[v[l + [uoll - [lv — vol| <e. (1.6)
Assim, devemos demonstrar (1.6.). Agora,
llu —uol| < ||(u,v) = (ug, vo)|ly < 8 (1.7.)
[lv-voll < 1w, v) = (U, vo)llm <& (1.8.)
Pela Desigualdade Triangular,
V]l = [[v-vo + vol| < [[v=vol| + [[voll- (1.9.)

€ €
2|fuoll” 2(1+|lvolD)

Escolha {1, } Seja § < 1, entdo, por (1.8.), temos que ||V —vp|| <6 < 1.
Por (1.9.), temos que |[v|| < [[v —vol| + [|v,]| < 1+ [|v,]].
Voltando a (1.6.) e usando (1.7.), (1.8.) e (1.9.), temos:
llu = uoll - VIl + luoll - [lv = voll < llu—wuqll - (1 + [[volD) + [[uoll - [[v — vol|

<&+ (vl + llugll - &

1+ [lvolD + [uoll 57—

€
S—
2(1 + [lvolD) 2||u I

z . n 7 ~ .
Isso mostra que f é continua. Como anorma || ||: R™ - R é uma fung&o continua e a composta

de funcdes continuas é também continua, temos que ||f(u,v)|| é continua. Uma vez que

[If (w,2)|| # 0, V(u,v) € S* 1 x §* 1 temos que g(u,v) = % é continua.

A estratégia para a demonstracéo do Teorema de Hopf sobre Algebras de Divisdo Reais é dada

a segquir:
Teorema 1.6. Se existe uma aplicacdo continua impar em S 1 x S™ 1 entdio n é uma
poténcia de 2.

Corolério 1.7. (Teorema de Hopf): A dimensé&o de uma algebra de divisdo sobre os reais é uma

poténcia de 2.

Uma vez demonstrado o teorema, a demonstracdo do corolario seguird o raciocinio exposto

acima.

Dada uma aplicagéo continua impar g: S~ 1 x ™1 — §7~1 4 fungéo
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G: P x Pt — prol

dada por G(u,v) = g(u, v) é chamada funcéo induzida por g. Como g é impar, G esta bem definida
(P11 =51/~ = {X; x € S™ 1, x = {x, —x}}), pois ndo depende da escolha de U e V.
A demonstracdo do Teorema 1.6 far4 uso de técnicas de Topologia Algébrica sobre o corpo

F, = {0,1}, no qual sera aplicada a fungéo G. Sera necessario trabalhar com os espagos projetivos,

pois a homologia de esferas € muito simples para fornecer quaisquer resultados.

2 RESULTADOS

Nesta secdo demonstraremos o Teorema 1.6. Ja vimos que existe a fungdo continua
G: P 1 x P 1 5 P*1 Temos que [x X P!] e [P! X y] formam uma base de H,(P""1 x
P"1), pois H; (P*~1 x P"™~1) ¢ isomorfo ao espagco vetorial sobre o corpo F, = {0,1}, quando P?
€ um subespaco projetivo unidimensional de P"1. Temos também gue G induz um homomorfismo de
grupos G,: Hy(P"~! x P*~1) - H, (P"~1).

Afirmagdo 1: G, ([P! X y]) = G,([x x P1]) = [P!], onde G,([IP* X y]) é um elemento
n&o nulo de H; (P™*™1).

Demonstracdo da Afirmagéo 1:

Seja w um caminho fechado em P"1. Existe um caminho W em S™1 gue é transformado
em W pela aplicacdo antipoda a:S™" 1 - P* 1. O caminho w é fechado se W liga dois pontos
antipodas. Neste caso, [w] # 0. Caso contrario, quando w n&o é fechado, [w] = 0. Agora, P! X {y}
é um caminho fechado w X {y} em P"~1 X P"~1 e 0 caminho W é metade de um grande circulo,
ligando dois pontos antipodas de S™ 1. Como g: S® ! x S™ 1 - S™1 que induz G, satisfaz

g(—x,y) = —g(x,v),aimagem g > (W X {y}) em S~ também liga dois pontos antipodas.
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goA

Fonte: Dados da pesquisa / Proprios autores (2023)

Aplicando a:S™" 1 - P™1 isto é, identificando pontos antipodas, o caminho g ° (w x y)
é transformado em G ° (w X y), que representa a classe de homologia de G,([P! X y]), que &,
portanto, diferente de zero. Como H;(P* 1) =TF, =0,1 e G.([P*x y]) # 0, temos que
G.([P* x {y}D) =1 =[P'].

Temos que {x} X P! é um caminho fechado {x} X w em P"~1 X P""1 e o0 caminho W ¢
também metade de um grande circulo, ligando dois pontos antipodas de S™ 1. como
9:S" P x §"1 5 §"1 queinduz G, satisfaz g (x, —y) = —g(x,y), aimagem g ° ({x} X W) em
S$™1 também liga dois pontos antipodas.

Aplicando a:S™™1 — P! isto &, identificando pontos antipodas, o caminho g ° (x X W)
é transformado em G ° (x X w), que representa a classe de homologia de G,([x x P1]), que é&,
portanto, diferente de zero. Como H;(P" 1) =TF, =0,1 e G.([x X P']) # 0, temos que

G.([{x} X P;]) = 1 = [IP4]. Isso conclui a demonstragéo da Afirmag&o 1.m
Temos que:
H*(P" 1) = Fp[t]/(t™);
H* (P~ 1 x P 1) = F,[u,v]/@W"v").

Afirmacdo 2: G*: H*(P"*™1) - H*(P™" 1 x P*1) ¢ dado por G*(t) = u + v, onde t gera
HI(P™ 1), isto ¢, HX(P" 1) = {at; a € F,} = {0, t} e u e v séo induzidas pelas projecdes

d)l: [P)n—l X ]P)n—l N ]P)n—l,
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(x,y) & x;

¢2: [P)n—l X IP)n—l — ]P)n_l,

(x,y) = y;

¢ H* (P~ 1) - H*(P"~1 x pn—1)

¢1(t) = u;
$3: H*(P"~1) » H*(P"~1 x P"~1)
b3 () = v,

onde u e v sdo fungdes, em Ultima instancia, de [F, em [F,.

Demonstracdo da Afirmagéo 2:

Vamos assumirn > 2. Sen > 2, entdao H,(P"*" 1) = F, = {0,1}.

Seja A:[0,1] - S™ 1 um caminho ligando dois pontos antipodas de S™ 1, 1(0) = —x e

A(1) = x. Entéo, para y fixado, o caminho 1:[0,1] = $™1, dado por s = g(A(s),y), liga g(x,y)

ag(—x,y) = —g(x,y). De fato,

Y(0) = g(A(0),y) = g(—x,y) = —g(x,y);

Y1) =gA1),y) =g, y).

Temos que g: S 1 x S —» §7 1 induz G: P 1 x P""1 - P""1, que passa a induzir

um homomorfismo de grupos G*: H*(P"*™1) - H*(P" 1 x P*1). Assim,

< G*(t), [{x} x P] >=<t,G.([{x} x P']) >
=<t,G,.([P]) >

=1€TF2

Aigualdade < t, G,([{x} x P']) >=<t, [P] > segue pela Afirmacdo 1. Se tivéssemos <

t, [IP'] >= 0, entdo t seria uma funcéo identicamente nula. Contradigo pois t gera H*(IP"*~1). Logo,

vale < t, [P1] >= 1. Temos que u, v: H,(P"*"1 x P*1) — [FZ2. Logpo,

u([P'], [(v3D) = u(1,0) = 1 =<u, [P, {y}] >,
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u([{x}], [P*]) = w(0,1) = 0 =< u,[P', {y}] >
v([P'] [{y}D = u(1,0) = 0 =<, [P, {y}] >

u([{x}], [P*]) =u(0,1) = 1 =<w, [P}, {y}] >

pois U e v sdo induzidas pelas projecdes ¢, e ¢, respectivamente. Assim,

temos que:

Logo:

w [Pt x {y}] >=1,
u, [{x} x P1] >= 0;
v, [P! x {y}] >=0,

v, [{x} x P] >=1.

<u+v[(x}xP>=<u[{(x}xP]>+<v[{x}xP]>=0+1,

<u+v [Px{y}] >=<u, [P X {y}] > +< v, [P x{y}] >=1+0.

Temos que [x X P!] e [P! x y] € H;(P"" 1 x P"* 1) sd0 os geradores de H,(P""1 x P*1),

Dessa forma, G,(t) e u + v coincidem nos geradores de H,(P™"~1 x P™ 1), logo s&o iguais. Isso

conclui a demonstracédo da segunda afirmacéo.m

Para t™

Agora:

Assim:

0, segue que

0=(6"®)" = w+v)"
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-1

n
= (k) ukv™ % = 0 em F,[u, v] =

S

=1
n
k

U
— =

=0emlF,,Vk,1<k<n-1>=

n
= (k) é um inteiro par, Vk,1 < k <n — 1.

Se n n&do é uma poténcia de 2, entdo n é imparoun = 2™ - q, com q impar,q > 1,m > 1.
Se n é impar, entdo (nr_ll) =n é impar. Se n = 2™q, com m = 1, devemos mostrar que existe Kk,
1<k<n-1,talque (Z) é impar.
m
Afirmacgéo 3: (szq) é impar.

Demonstracdo da Afirmacéo 3:

<2mq> _2™q(2Mq—-1)..2Mq— 2"+ 1)
2m ) 2mg(2m —1)..3-2-1

m-—1

Hzm 1 Zm_l—k)_z qu—k
T2, (k + 1) L 1 k+1
_2™q 2Mq—1 2Mq—2 2Mq—-2M+2 2Mq—-2"+1

1 2 3 7 2m—1q 2m
_2™Mq 2Mq—-1 2Mq—2 2Mq-—-2m+2 2Mq—-2"+1
om opgm_q1 m_p " 2 1

_ 2mMg—1 2™ 1q—l 2"‘ lg—2m14+1 2mg—-2m+1
T4 Tm g Cgme1i 1 1 1 '

Essa Ultima expressdo € impar, pois todos os fatores que aparecem no numerador € no

denominador sdo impares. Assim, pela contra positiva, como (Z) é um inteiro par, Vk, 1 <k <n—

1, entdo n é uma poténcia de 2.

3 CONSIDERACOES

Ao longo do desenvolvimento desse artigo conseguimos compreender um importante resultado

de classificagdo sobre algebras de diviséo reais. Para tanto, utilizamos de técnicas de homologia e

cohomologia sobre o corpo [F, = {0,1}.
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