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RESUMO

O presente artigo destina-se a apresentacdo dos nimeros quatérnios junto com as propriedades desta
algebra: associatividade, conjugacdo, divisdo e identidade de quatro quadrados. Por fim,
apresentaremos a conexdo dos nimeros quatérnios com a algebra de vetores.

PALAVRAS-CHAVE: Algebras reais. Nimeros quatérnios. Algebra de vetores.

ABSTRACT

This article is intended to present the quaternions numbers together with the properties of this algebra:
associativity, conjugation, division and identity of four squares. Finally, we will present the connection of
guaternions numbers with vector algebra.

KEYWORDS: Real algebras. Quaternions numbers. Vector algebra.

RESUMEN

Este articulo tiene como objetivo presentar los nimeros cuaternions junto con las propiedades de esta
algebra: asociatividad, conjugacion, divisién, identidad de cuatro cuadrados. Finalmente,
presentaremos la conexién de los nimeros cuaternions con el algebra vectorial.

PALABRAS CLAVE: Algebra reales. Nimeros cuaternions. Algebra vectorial.

INTRODUCAO

O presente artigo destina-se a apresentacdo dos numeros quatérnios junto com as
propriedades desta algebra. Por fim, estudaremos a conexdo desses nimeros com a Algebra de
Vetores.

Era desejavel criar um anélogo aritmético do conceito de vetor e o sistema dos numeros
complexos surge como o candidato perfeito de uma algebra para representar e operar os vetores no
plano.

Hamilton apresentou, em 1833, o primeiro tratamento realmente moderno dos nudmeros
complexos como pares ordenados de reais. Ele ressaltou que um niimero complexo a + bi ndo é uma
soma genuina; o uso do sinal de adicdo € um acidente historico e bi ndo pode ser somado a a. O
namero a + bi nada mais é que o par (a, b).

Quando vérias forgcas agem sobre um corpo elas ndo estdo necessariamente num plano. Assim,
naturalmente, era desejavel encontrar uma algebra para representar e operar vetores em espacos de
maiores dimensges. I1sso motivou a procura de um nimero complexo tridimensional e mais geralmente

dos nimeros hipercomplexos (algebras).

1 Mestra (e) em Matemética pela Universidade Federal do Ceara.
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O problema que resultou foi na maneira apropriada de introduzir uma multiplicacéo no espaco
de trés dimensdes R3 de modo gue resulte numa generaliza¢éo natural dos nimeros complexos como
pontos do plano (a, b) = a + bi, assim como estes sdo uma generalizagao natural dos numeros reais
como pontos de identificacdo (a, 0) = a. Em outras palavras, considerando as triplas ordenadas de
nameros reais (a, b, ¢) com as identificaces (a, 0 ,0) =a e (a, b, 0) =a + bi, e com as operagdes usuais
de adi¢é@o e multiplicagdo por escalares, a questéo é: podemos definir uma multiplicagdo de vetores em
R3 de modo gue sejam validos todos os axiomas de um corpo? A resposta é nao.

De fato, seja(a, b, c) =a+ bi+cj(onde1=(1,0,0),i=(0,1,0)ej=(0,0, 1)) e vamos supor
gue uma tal multiplicacéo esta definida. Entdo podemos escrever:

ij = ag + byl + coj,
onde ao, bo € co séo reais. Multiplicando ambos os lados por i a esquerda, obtemos:
—j =i?% = (i))j = i(ij) = i(ag + boi + coj) = agi — by + cyij.

Substituindo ij por ao + boi + Coj, Segue que:
—j = agi — by + colag + byi + coj)
= aogi — by + coay + cobpi + c&j
= (cpag — bg) + (ag + cob)i + (1 + c)j =

assim teriamos 1 + co?= 0, com coreal, 0 que é uma contradicao.

Note que, para chegar em uma contradi¢éo, usamos apenas a associatividade e distributividade

da multiplicacéo.
1 REFERENCIAL TEORICO

Nas préximas subsec¢8es apresentaremos 0s nimeros quatérnios e suas propriedades.

1.1 A Defini¢c&o dos quatérnios

Ap0s introduzir o tratamento moderno dos nimeros complexos como pares ordenados de reais,
Hamilton tentou uma generalizagdo para triplas ordenadas. Em 1843, depois de dez anos de
experimentacdes e sem ter provado a impossibilidade no espaco de trés dimensfes, ele descobriu os
guatérnios, que sao de dimenséo quatro sobre 0s reais, e nos quais a multiplicacdo nao é comutativa.

Os quatérnios H s&o nimeros da forma a1+ azi + asj + ask, coma; € R, paral € {1,2,3,4},a

regra de adicdo é dada por:

(aq + ayi + azj + agk) + (by + byi + b3j + byk) = (a; + by) + (a, + by)i + (az +
b3)j + (as + by)k.
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Para determinar a regra da multiplicacao é suficiente atribuir valores aos produtos dos nimeros
i, j e k, dados por:

Fonte: Dados da pesquisa / Proprios autores (2023)

i =j2=k*=ik= -1
ij=k ji= —k
jk=1 kj= —i

ki=j ik= —j (111)
Assim, sejam:

q =a, + ayi + azj + ask

q" =by + byl + bsj + bk,
onde a,, b, € R, coml,me {1, .., 4}
Temos:

= (a1 + ayi + azj + ask)(by + byi + bsj + byk) = ayby + a;(byi) + a;(bsj)+
a, (byk) + (azi)(byk) + (ayi)by + (ayi)(byi) + (ayi)(bsj) + (ayi)(byk) + (azj) by + (azj)(byi)
+ (azf)(b3)) + (azj)(bsk) + (@sk)by + (aghk)(byi) + (agk) (b)) + (agk) (byk)
e
q'q = (by + byi + bsj + byk)(a; + ayi + azj + ask) = bya; + by(ayi) + by(asj) +
by (ask) + (by)ay + (bzi)(ayi) + (byi)(az)) + (byi)(ask) + (b3j)ay + (bsj)(ayi) + (bsj)(as))
+ (b3))(ask) + (bgk)ay + (byk)(azi) + (byk)(az)) + (byk)(agk).
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A figura anterior nos ajuda a lembrar a tdbua de multiplicacdo. Nela, os ndmeros i, j, k sao
representados por pontos no circulo. O produto de dois destes elementos é um terceiro elemento,
negativo ou ndo, de acordo com a orientacao circular por um primeiro elemento pelo segundo elemento
de acordo com o sentido horéario ou anti-horéario do relégio. Percebe-se que a multiplicagdo néo sera
comutativa, pois depende da ordem dos fatores. Os termos com dois ou trés nimeros i, j, k podem ser

reduzidos usando as identidades anteriores, resultando:
qq' = aib; + a;byi + aybsj + a;bsk + a,byi - a;b, + a,bsk - aybsj + asbyj -
azbyk - azbs + azbyi + asbik + aybyj - asbsi - agb,

(a1by - azb, - azbs - agby) + (a1by + azby + azby - ashz)i + (a;bz - ayb,
+ azb; + auby)j + (ayby + aybs - azb, + asby)k
e
q'q = biay +biayi +byasj + biask + byaqi - bya, + byaszk -byauj + bsaqj -
bsa,k -bszaz + bza,i +bsak +bsayj -bsazi -byay

= (b1ay -bya; -bzaz -bya,) + (b1a; + byay +bsay -byaz )i + (biasz - bya,

+bsza, +bya,)j + (biay +byaz -bza, +bsa )k. (1.1.2)
1.2 A associatividade da multiplicacdo dos quatérnios

A multiplicacdo dos quatérnios é associativa, isto é,

(9192)93 = q1(q293). (1.2.1)

para quaisquer qi = a1+ azi + asj + a4k, g2= b1+ b2i + bsj + bsk € gz = c1+ c2i + c3j + csk elementos dos

quatérnios.
Segue que o lado esquerdo de (1.2.1.) € uma soma de 4x4x4 = 64 termos da forma
(wqux)us (L.2.2)

guando uz € igual a algum fator a, de q,, u, algum fator b,, de g, e u; algum fator c,, de gz, no qual |, m,

n € {1, 2, 3, 4}. Similarmente, o lado direito de (1.2.1.) € uma soma de 64 termos da forma
uy (uyuz). (1.2.3)

Se mostrarmos que cada um dos termos de (1.2.2.) é igual a algum dos termos de (1.2.3.),

entdo (1.2.1.) é verdadeira.

Assim, para verificarmos (1.2.1.) é necesséario checar cada caso em que q,, g, e gz Sao

quaisquer dos quatro quatérnios a, b;, c¢;, d,. Como podemos retirar os coeficientes numericos, entao
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precisamos apenas verificar (1.2.1.) para os quatro quatérnios 7, i, j, k. Por exemplo, para mostrar que
((azi)(b3))(c3i) = (ayi)((bsj)(csi)) é suficiente mostrar que (ij)k = i(jk).

Se um dos quatérnios gy, g, ou g3 é 1, entéo (1.2.1.) é obviamente verdadeira. Assim, é
suficiente verificar em (1.2.1.) quando q4, ¢,

g3 possuem qualquer um dos quatérnios i, j, k. Seréo 27
destas igualdades. Algumas delas sao:

()i = i(iD),
@) = i@,
@i = G,
@ik = iGk).

Usando (1.1.1.) é facil verificar as 27 igualdades. Isto prova a associatividade da multiplicagcao
dos quatérnios.

1.3 Conjugacéao dos quatérnios

A conjugacao de um quatérnio

q=a+bi+cj+dk

é dada por:

q=a—bi—cj—dk.

Claramente, a soma de um quatérnio q por seu conjugado g é um nimero real. A definicdo da
multiplicacdo dos quatérnios implica que qq é real. De fato

qq = (a + bi + ¢j + dk)(a — bi — ¢cj — dk)

=a’+b*+c*+d? (131

= (a-bi-cj-dk)(a + bi + c¢j + dk)

=a’*+b*+c*+d* (132)

Analogamente aos niUmeros complexos, 0 nimero ndo hegativo

vaz + b2 + c% + d?

€ dito valor absoluto de um quatérnio q e denotado por |q|. Entdo (1.3.1.) e (1.3.2.) podem ser escritas
como:

qq =qq =|q|%
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Esta férmula € a mesma para 0s nimeros complexos.
Se g’ € um quatérnio “imaginario puro”, isto &, se q' = bi + ¢j + dk, entéo:
qg%?= — (b +c?+d*) <0

Por outro lado, se o quadrado de um quatérnio for real e menor que ou igual a zero, entdo esse

quatérnio é imaginario puro.
De fato, se g = a + bi + ¢j + dk, entéo:
= (a+q¢)a+ q)
=a® + q'* + 2aq’
=a? — b? — ¢? — d? + 2aq'.

Se a Ultima expressado fosse um nimeroreale a # 0, entdo ¢’ = 0. Masentdo q = ae ¢% =
a ndo podem ser menores que 0. Segue que os quatérnios da forma bi + ¢j + dk, e somente tais
qguatérnios, podem ser caracterizados pela condicdo desses quadrados serem numeros reais
negativos. Assim, podemos ter uma descricdo alternativa da operacdo de conjugacgdo: seja g um

quatérnioe g + a + g’ a Unica representacéo tal que o quadrado g’ é real e negativo. Entdoq = a —

q’.
Por verificacéo direta, mostra-se que o conjugado possui as seguintes propriedades:

91+ 2=q1 +q;
(o conjugado da soma é a soma dos fatores conjugado), e

9192 = 2 ¢1 (1.3.3)
(o conjugado do produto é o produto dos fatores conjugado em ordem inversa). Temos igualdades
anélogas para os numeros complexos. A Unica diferenga é que, para os nimeros complexos, podemos
escrever z; z, no lugar de z, z; (pois a multiplicacdo de niumeros complexos é comutativa) enquanto

os produtos de quatérnios q; q; € q; g, Séo, em geral, diferentes.

Para verificar (1.3.3.) é suficiente checar os casos em que qq q, sdo quaisquer dois entre 0s

trés quatérnios i, j e k, pela mesma razdo que isso foi suficiente para comprovar a validade da

associatividade. Essa verificacéo é facilmente realizada usando a tabela (1.1.1.). Por exemplo:

=—1= —-leii=(CDi)=i2= -1

j=k=-keji=CENED=ji= -k
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1.4 Divisdo nos quatérnios
Existe uma diferenca entre a divisdo dos quatérnios para a divisdo nos nimeros complexos.
Enquanto para os complexos o quociente de z; por z, é a solu¢do da equagdo z,x = z;, 0S quatérnios

ndo sdo comutativos, sendo entdo necessario considerarmos as duas seguintes equacoes:

g,x q: (1.4.1)

xqz = ql' (142)

Dizemos que a solugdo da primeira dessas equacdes € quociente a esquerda de g, por g, €
denotamos por xg. Similarmente, a solucdo da segunda equacdo é quociente a direita de g, por g, €

denotamos por x,. Assim, para solucionarmos a equacao (1.4.1.) multiplicamos ambos os lados a

esquerda por g, e entédo por |q_|2:
2

Gx = q1 = q2(q2X) = Q¢4
= (G202)x = Q24

= |q1*x = @uq4

lg21%x g 2

Iq |2 Iq

Iq 2 —=q2q;.

Substituindo em (1.4.1.) verificamos que essa expressao é solu¢éo. De fato, temos:

1
q2x = (l 2|2 qul)

|q 2 ——= {242 41

|q 2 |QZ| q1

= (1.

Logo,

Xg = |q 2 —=q2q;.

Agora, para solucionarmos (1.4.2.), multiplicamos ambos os lados a direita por q, e entdo
1

por: —:
9,1

Xq; = ¢4 = (xq2)92 =1 q2
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= x(q292) = 192

= x|q2|2 = q1 42

=5 xlgplP—= a6 —

AL 12 1q,12
—_ 1 a_
lqo12 T 92

Substituindo em (1.4.2.) verificamos que essa expresséo é solucdo. De fato, temos:
X4z = 1924z
g2/

1 _
mch q:29>2

|q 2 CI1|qz|2

=4q;.

Assim,

Xp = % |ZCI1 qz,

como solucdo de (1.2.8). Temos que as soluc¢des x e xp Sdo Unicas. Mas ndo sao necessariamente
iguais. Por exemplo, calculemos o quociente & esquerda e a direitade k por1 + i + j + k, dados
por:

1 1
XE=Z(l—i—j—k)k=z(k+j—i+1)

xp = k(1 —i—j—k=2(k=-j+i+1),
Portanto, nesse caso, xp # Xp.

1.5 A identidade de quatro quadrados. formulacdo geral do problema da soma de quadrados

Uma propriedade importante dos quatérnios é que o vetor absoluto de um produto de fatores é
o produto dos vetores absolutos desses fatores.

Sejam q4, q, € H, entéo:

191921 = 1911192|

ou, equivalentemente,
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191921° = 1911%|921*. (1.5.1)

Vamos provar (1.5.1.)

A igualdade:

191921? = (9192)(q1G2)
=q192 92 91
= q1192°q1
=q1 q1 1921
=1q11%192 1%

|2

1919217 = 19117192

explicada em detalhes, leva a uma interessante identidade. Assim, sejam:

ql = a1+a2i+a3j+a4k

q, = b1 + bzl + b3] + b4k

Entdo q,q, é a expressao do lado direito em (1.1.2.). Se olharmos o lado esquerdo (1.5.1.),

entdo podemos escrevé-los como:

(@? + a3 + a3 + a2)(b? + b2 + b + bi)= (15.2)

(a1b; — azb,

— azb; — asby)? + (a1b, + ayby + azby, — aubs)® + (a;bs + azby +

asb, — ayby)? + (a1by + auby + azbz — azby)>.

Para os nimeros complexos, a igualdade |z;z,| = |z;||z,| produz a igualdade

(ai +a3)(bf +b3)=(aib; — azb)*(arb, + aby)?,

no qual dizemos que o produto da soma de dois quadrados € igual & soma de dois quadrados.

Similarmente, (1.5.2.) pode ser escrito como o produto da soma de quatro quadrados pela soma

de quatro quadrados.

As identidades anteriores nos sugerem o seguinte problema: para quais valores de n existem

identidades que satisfacam a propriedade “o produto da soma de n quadrados pela soma de n

guadrados é a soma de n quadrados?”

Paran = 1, temos a?b? = (ab)?.

Vimos a validade paran = 2en = 4. Mase paran=3,5,6, .. ? Em 1898, o matematico A.

Hurwitz demonstrou que o produto s6 tem solugdo paran = 1,2,4e8.
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Sejam a4, a,, -+, a, € by, by, -+, b, sequéncias de letras. Por uma forma bilinear nestas
letras, queremos dizer uma soma de uma letra a; por uma letra b;, onde i,j = {1,...,n}. Por exemplo,

a expresséo:
a,by + 8a,b, — 2a3bs + 3aszb,

€ uma forma bilinear. O “problema da soma de quadrados” pode ser escrito de forma mais precisa: para
quais valores de n podemos encontrar n formas bilineares ®,, ®,, -+, &, tais que:

(@ + a5 + - + a?)(bf + b5 + -+ + b2)=DdF + PF + -+ + D2

2 RESULTADOS

Nas préximas subsecbes apresentaremos a algebra de vetores utilizando os nimeros

guatérnios.
2.1 Quatérnios e algebra dos vetores

Os quatérnios deram origem a Algebra de Vetores, uma das areas mais frutiferas da
matematica. Nesta se¢do, descreveremos a conexao entre o calculo dos quatérnios e as operagdes

dos vetores no espaco 3-dimensional.

2.2 A parte real e a parte imaginaria de um quatérnio

M (bye, d)

Fonte: Dados da pesquisa / Proprios autores (2023)

Vamos considerar um sistema de coordenadas no espago com vetores unitarios i, j, k no eixo
das coordenadas. Entdo qualquer soma da forma bi + ¢j + dk, onde b, ¢ e d sdo ndmeros reais,

representa um vetor junto com a origem O do sistema de coordenadas para o ponto M com as

coordenadas b, ¢, d .
Agora consideremos os quatérnios. Podemos considerar cada quatérnio:

q =a+ bi +cj+ dk
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como uma soma formal de um ndmero real a com o vetor bi + ¢j + dk . Chamamos a de parte real (ou

nimero) de q e bi + ¢j + dk da parte imaginaria (ou vetor).
Vamos considerar os vetores:

ql == bll + C]_]+ dlk

q; = byi + cyj + dyk.
e 0 produto deles:
q192 = - (b1by + c1C5 + dydy) + (C1d3 - d1C)l + (d1b; - D1dy)j +(biCy -c1by )k, (2.2.1)
Temos que a parte real de q1q; é:
—(b1by + ci1cy + didy), (2.2.2)
enguanto sua parte imaginaria é:
4192 = (c1dz — d1C)i + (diby — bidp)j + (bicz — c1b)k. (2.23))
2.3 Produtos escalares de vetores

Cada expresséo (2.2.2.) e (2.2.3.) tem um sentido geométrico definido. Mostraremos que a
soma by b, + cic, + dqd, é igual a |q]lq2ICOSe , isto €, o produto dos valores absolutos dos vetores g,
e q, pelo cosseno do angulo formado entre eles. Referimos tal produto como “produto escalar dos
vetores g, e q,“. Temos que o produto escalar € um nimero e ndo um vetor e o denotamos por (q;, q,).

Assim, por definicéo,
(91, 42) = 191lI92lcose .
Provaremos que:
(Ch: qz) = b1b2 + C1Cy + d1d2' (231)

Considere o tridngulo determinado pelos vértices g, e g,. Um de seus vértices esta na origem.
Os vértices restantes sdo os pontos M,, M, (pontos finais dos vetores g, q;) com coordenadas

by, c1, di € by, ¢y, d,, respectivamente
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Fonte: Dados da pesquisa / Proprios autores (2023)

Temos que:
OM? = bf + cf + d}
OMZ = b7 + ¢5 + dj
MM = (by — by)? +(c; — ¢)*+(dy — dp)*.
Entdo:

M;M2 =b2- 2bib, + b2 +c?-2cicp + 2 +d?-2d,d, +d5 (2.3.2)
= (b + cZ +d?)+ (b3 + ¢Z +d3)-2(byb; + 05 + didy)
= OM2? + OMZ-2(b;b, + cic; + didy).
Pela lei dos cossenos, temos:
M;M2 = OM2 + OM,? - 20M, OM,.cosp, (2.3.3)

onde ¢ é 0 &ngulo em 0 (o &ngulo entre os vetores q; € g,). Igualando (2.3.2.) e (2.3.3.)
obtemos:

OM? + OM2 — 2(byb, + cic, + dydy) =0M? + OM2 — 20M, OM,.cosg
= OM, 0M%.cosp = b;b, + cic; + dqid,.
Assim, a parte real do produto dos vetores q,, g, € 0 produto escalar negativo.
Observemos que se o produto de vetores ndo nulos q; e g, sdo perpendiculares, entdo seu
produto escalar é zero ((p = g = cos@ = 0). Mas entéo a parte real deste produto escalar é zero e

g19, € um vetor “puro”. Temos também que a afirmacao inversa é verdadeira: se g,q, € um vetor puro,
entdo o produto escalar de g; e g, € zero. Se assumirmos que g4, q, # 0, isto &, que ¢ esta bem
definido, segue que cosp = 0e q4, q, sao perpendiculares. Além disso, q,q, = —q,q,. Isto segue da

formula (2.2.1.) se tivermos em mente que a parte real de q,q, € zero.

RECIMAZ21 - Ciéncias Exatas e da Terra, Sociais, da Saude, Humanas e Engenharia/Tecnologia

12



v.4,n.7, 2023

A A RECIMA21 - REVISTA CIENTIFICA MULTIDISCIPLINAR
REClMA2 ISSN 2675-6218
0OS NUMEROS DOS QUATERNIOS E A ALGEBRA DE VETORES
Lia Nojosa Sena, Rubens Cainan Saboia Monteiro

2.4 Produto vetorial de vetores

A interpretacdo geométrica da parte imaginaria do produto q,q,, isto é, do lado direito de
(2.2.3.), é mais complicada. Chamamos de produto vetorial dos quatérnios q, e q, e denotamos por

[q1, 2] Assim,
[qll QZ] = (Cle - d1C2)i + (dle - ble)] + (b]_Cz - Clbz)k.

Temos que o vetor [q,, q,] € perpendicular a cada um dos vetores g, e g, e seu valor absoluto

€ igual |q4]lgzlseng , isto é, a &rea S do paralelogramo nos vetores q, € q,.

Para provar a perpendicularidade dos vetores [q;, ¢.] € q, € suficiente mostrar que a parte real
do produto é zero ou, equivalentemente, que este produto seja um vetor puro. Como (2.2.3.) e (2.3.1.)

implicam que:

(91, 42] = q192 + (q1, 92), (24.1)

entao:
q1lq1, 921 = 91(q19, + (g1, 92))
= qq; + (91, 92)q1

= — |q1lPq; + (@1, ¢2)q1. (24.2)
Note que trocamos g? por — |q,|%. De fato, pela férmula (2.4.1.), temos que:
—q? = —(b? + ¢2 +d?) + 0i + 0j + Ok
= — |la:l?

A soma do lado direito de (2.2.1.) é a soma de dois vetores, e portanto, € um vetor.
Agora, vamos provar gue os vetores [q,, q.] € g, sdo perpendiculares. De fato, como ja vimos

que vale (2.4.1.), temos:

921q1, 921 = CIZ(ChQZ + (q4, QZ))

= — |q21*q2 + (1, 942)q2. (2.4.3)
Da mesma forma que vimos anteriormente, temos:
g2 = — (b2 +c2 + d?) + 0i + 0j + Ok
= - |QZ|2-

Portanto, a expressao a direita em (2.4.3.) é a soma de dois vetores, logo também é um vetor.

Nos resta calcular o valor absoluto do vetor [q;, q,]. Seu quadrado é igual a:

(c1dy — dic)? + (dib; — bidy)? + (bicy — c1br)%
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A Ultima expressdo é |q;|?19,1*> — (g4, ¢2) , ou usando a definicdo de produto escalar, obtemos

lq11%1q21* = 1q11%1q2]* cos? g, isto &, |q4]?|q,|*sen?¢.

Assim, mostramos que o quadrado do valor absoluto do vetor [q;, q,] € igual a |q,|?|q,|*sen?¢,

isto é, S2.

g2

Fonte: Dados da pesquisa / Proprios autores (2023)

As propriedades do vetor [g;, q,] recém-estabelecidas (o fato de ser perpendiculara g, e g, e
gue seu valor absoluto é S) ndo o determinam de forma Unica. Em verdade, s6 existem dois desses
vetores e eles sdo diretamente opostos (figura acima). A descri¢éo do vetor [q,, g,] estd completa com
a afirmacéo de que a orientacéo da tripla q4, 92, [q1, 2] No espaco é a mesma da tripla i, j, k. Isso

significa que:

Fonte: Dados da pesquisa / Proprios autores (2023)
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Fonte: Dados da pesquisa / Proprios autores (2023)

Se olharmos para o plano dos vetores ¢, e g, onde 0 [q;, g,] tem sua extremidade na origem
entdo temos que a rotacédo de g; e em torno de [q;, g,] € a mesma orientacdo da menor rotacédo de
iparaj em torno de k onde tem sua extremidade na origem. (Figura)

Para a multiplicacdo dos vetores puros temos a formula:

0192 = — (qu, 42) + [q1, g2,
onde (g4, g,) é o produto escalar dos vetores q;, g, € [q1, q2] € seu produto vetorial.

As operacfes de produto escalares e vetoriais (junto com adicdo de vetores e multiplicacdo de
vetores por escalares) sdo a base da Algebra Vetorial (Algebra Linear) - um ramo da Matemética com
inimeras aplicagfes em Mateméatica e em Fisica (especialmente na Mecanica). Uma apresentacao
clara da Algebra Vetorial apareceu muito depois dos primeiros artigos sobre a Teoria dos Quatérnios,

em 1850, enquanto seus fundamentos foram formados pelo matematico e fisico Gibbs em 1880.
2.5 A interpretacdo geométrica da multiplicagdo de um quatérnio por um quatérnio puro

Devido ao fato que a multiplicacdo dos quatérnios envolve os produtos escalar e vetorial, 0s

guatérnios sdo uma ferramenta muito Gtil para problemas na mecéanica e geometria.
Seja:
q=a+ bi +c + dk
um quatérnio cujo valor absoluto é 1. Entdo:
a’?+ b +c?+d?*=1.
Ponha
q=a+dq,

onde g’ é um vetor bi + ¢j + dk. Como |a|?> + |q'|? = 1, entdo existe um Unico angulo ¢ , 0° < ¢ <

180° tal que:
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cos ¢ , lq'| = seng

a

Fonte: Dados da pesquisa / Proprios autores (2023)
Portanto, q" = |q'|p, onde p é um vetor de comprimento unitario. Logo,
q = cosp + sene.

Todo quatérnio g de vetor absoluto 1 pode ser representado da forma como vimos
anteriormente (com um vetor p de comprimento unitario) e esta representacao é Unica.

Multiplicamos o quatérnio g por um vetor v arbitrario que € perpendicular a p. Logo,
qu = (cosp +psen@)v
= v cosg +pseng.

Como q e v séo perpendiculares, entdo a parte real de pv é zero e a outra parte do vetor €

, v], isto é, um vetor de comprimento |p|.|v|.sen = = |v|, perpendicular a p e v e orientado com
[p, v], ist tor d to |p > P

respeito a p e v da mesma forma que o vetor k em relagdo ai e j. Denotamos este vetor por v. Entéo

podemos dizer que v é o resultado da rotacdo de v por % em torno de p. Para evitar qualquer

ambiguidade, estipulamos que a orienta¢do em torno p seja a mesma que a menor orientacdo de i para

jem torno de k. Logo,

qu = vcosp + vseng.
Pela figura anterior vemos que o vetor gv € obtido de v por uma rotagéo por p em torno de ¢.

Portanto, se p € um vetor de comprimento 1 e v € um vetor qualquer perpendicular a p, entéo,

multiplicando v a esquerda pelo quatérnio
q =cos@ +psenq,

rotacionamos p em torno do angulo ¢.
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qu

Fonte: Dados da pesquisa / Proprios autores (2023)
2.6 Representacao de uma rotagao arbitraria no espag¢o por um quatérnio

Considerando uma acdo mais complexa em v, podemos obter uma representacdo de um

guatérnio por uma rotacdo em torno de p por um vetor arbitrario v. Considere a expressao:

quq~*

no lugar de gv, onde g~ é o inverso do quatérnio q, isto é, gg~* = 1. Temos que g~ ' = 1cos ¢ —
p sen @. De fato,

qq~ ' = (cosp —psengp)(cosp — pseny)
=cos? g —pcospseng +pseng cosp +p?sen® @
=1.

Vamos demonstrar que o vetor gvg~?! € o resultado de uma rotacdo do v pelo vetor p em torno
de 2.

Assumamos que o vetor v € perpendicular a p. Entao,
-1 _ _
quq~" = qv (cos ¢ — p sen @)
= quv cos @ — (qu) p sen @.

Temos que qv é perpendicular a p. Logo (qv)p = — p(qv). Anteriormente vimos que 0O
quatérnio p(qv) é um vetor obtido pela rotagdo de qv sobre p em torno de g Depois denotamos por qgv.
Assim,

quq~ 1 = qu cos ¢ + qv sen .
A expressao a direita € um vetor obtido pela rotacédo de qv sobre p em torno do angulo ¢. Se

tivermos em mente que qv é obtido de v com a mesma rotacdo, entdo qug~ ! é o resultado da rotacdo
v sobre p em torno do angulo 2¢.
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Portanto, consideremos o caso geral observando que, se o vetor v € um multiplo de p, ou seja,

= Ap, entdoqv = vq e

1 1

quq~" = vqq” ' = v.
Seja v um vetor arbitrario. Decomponhamo-lo em duas componentes v = v; + v,, onde v; €
um vetor perpendicular a p e v, é proporcional a p. Entao,

qug~! = q(v; + vy)q !

quiq~t + quaqt

= quiq~ ' + vqq” !

= quiq~ ' + v,

Temos que o componente v, é rotacionado por p em torno do angulo 2¢ e a componente v,

ndo é mudada. Portanto, v é rotacionado por p em torno do angulo 2¢.

Mostramos que a rotacédo de p em torno do angulo 2¢ leva um vetor v no vetor qvg~1, onde

q =cos@ +psenq.

Dizemos que a rotagédo indicada corresponde ao quatérnio q.

2.7 O problema da composic¢ao de rotacfes

Considere uma rotacdo em torno do angulo 2¢; sobre o eixo determinado pelo vetor unitario
p.. Esta rotacdo é seguida por uma rotacdo em torno do angulo 2¢, sobre o eixo determinado pelo
vetor unitario p,. Queremos encontrar o eixo e o angulo resultante desta rotacao.

Vimos que a primeira rotagéo leva um vetor qualquer v para o vetor v; = g,vqj *, onde q; =

cos ¢, + p1sen ¢,. A segunda rotagéo leva v, em:

Vy = V145
= q(q1vq: Daz !
= (q29)v(q291)" .

Usamos acima a igualdade q; = (g,q,)"'. De fato, temos (q,q,)(q; 1q;1) =1 o que
implica a igualdade que usamos. Assim, a aplicaqéo sucessiva dessas duas rotacdes leva o vetor v no

vetor

v, = (q291)v(q2q1)~ .

Em outras palavras, o resultado da aplicacao sucessiva de duas rotacdes correspondente aos
quatérnios g, € q, € a rotagdo que corresponde ao quatérnio gq,q;.

Com a regra de multiplicacdo dos quatérnios é facil computar g,q,. Entdo colocamos na forma

q2q1 = cosyY +psenyp, (2.7.1)
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com p vetor unitario. O resultado dessa rotagcao € uma rotagéo sobre p em torno do angulo 2.

Por exemplo: suponha que a primeira rotacdo sobre o eixo x em torno do &ngulo g e a segunda
rotacdo sobre o eixo y com mesmo angulo. O quatérnio correspondente a primeira rotacdo € q; =

. 2 . 2o ~ Z 2 .. .
cosg+ Lseng = ‘/2—— (1 + i), e o quatérnio correspondente a segunda rotacéo é ¢, = ‘/2——(1 + /).

Portanto,

1 , , 1 . ,
©q, = ;A + A+ D= A +i+j-k).
Coloquemos o quatérnio na forma (2.7.1.) e note que a parte real é % = cos g Logo,
T 1 ,. . T
4291 = cos; + [\/—g(l +j - k)] sen —.

Segue o resultado desta rotacéo sobre o vetor p = \/% (i + j — k) em torno do angulo 2?"

3 CONSIDERAGOES

Ao longo do desenvolvimento desse artigo foi possivel acompanhar uma introducdo dos
nameros quatérnios junto com o estudo de suas propriedades. No decorrer do trabalho, também foi

possivel estudar a conexao dos nimeros quatérnios com os vetores no espaco 3-dimensional.
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