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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma proximidade entre as algebras dos complexos C, dos

guaternios H e dos octdnios @ com a algebra dos reais R. Para tanto, descreveremos ferramentas
para as demonstracdes dos teoremas de Frobenius e Hurwitz, onde o primeiro diz que as algebras
R, C e H sao as Unicas algebras de divisdo sobre os reais onde a multiplicagdo € associativa (tais

algebras s&do chamadas associativas) e o segundo afirma que as algebras R, C, H e @ s&o as lnicas
algebras de divisdo com elemento identidade nas quais € possivel definir uma norma compativel com
a multiplicacéo.

PALAVRAS-CHAVE: Algebras reais. Algebras associativas. Algebras de diviséo.

ABSTRACT

This work aims to present a proximity between the algebras of the complexes C, of the quaternions H,
of the octonions @ with the algebra of reals R. To do so, we will describe tools for the demonstrations
of the theorems of Frobenius and Hurwitz, where the first one says that the algebras R, C e H are the
only divisions algebras over the reals where multiplications is associative (such as algebras are called
associative) and the second states that algebras R, C, Hl and @ are the only ones division algebras
with identity element in which it is possible to define a horm compatible with the multiplication.

KEYWORDS: Real algebras. Associative algebras. Division algebras.

RESUMEN
Este trabajo tiene como objetivo presentar una proximidad entre las algebras de los complejos C, de

los cuaterniones H y octoniones @ con el dlgebra de reales IR. Para ello, describiremos herramientas
para las demonstraciones de los teoremas de Frobenius y Hurwitz, donde el primero dice que las

algebras R, € y H son las Unicas algebras de division sobre los reales donde la multiplicacién es
asociativa (como algebras se denominan asociativas) y la segunda establece que las algebras R, C, H

y @ son las Unicas algebras de division con elemento identidad en las que es posible definir una norma
compatible con la multiplicacion.
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INTRODUCAO

Os quatro exemplos classicos de algebras de divisdo s&o os reais R, os complexos C, os

quatérnios H e os octonios @. Em comparagéo com outras algebras, as algebras dos complexos, dos
guatérnios e dos octbnios sdo as mais proximas da algebra dos reais, isto é, as que compartilham com
a algebra dos nimeros reais o maior nimero de propriedades algébricas. Exemplos dessa proximidade
séo:

1. As algebras R, C e H sdo as Unicas algebras de divisdo sobre os reais onde a multiplicagdo é

associativa (tais algebras sdo chamadas associativas). A versdo mais precisa desta proposicao é
conhecida como Teorema de Frobenius.

2. As algebras R, C, H e @ s&o as Unicas algebras de divisdo com elemento identidade nas quais é

possivel definir uma norma compativel com a multiplicacdo. Essa é a esséncia do teorema de

Hurwitz.
1 REFERENCIAL TEORICO

A seguir, algumas defini¢cdes e resultados importantes para o desenvolvimento desse trabalho.

Definicdo 1.1. Seja V um espaco vetorial sobre R. Este espaco é chamado algebra sobre R
(ou R-algebra, ou algebra real), se for possivel definir sobre V uma operacéo binéria, que chamaremos
de multiplicacéo
VXV -7V,
(x,y) & xy,

satisfazendo as duas leis distributivas

(ax + By)z = a(xz) + B(yz);

x(ay + Bz) = alxy) + B(xz),

coma,f €ERex, y, z€ V. Em outras palavras, se a multiplicagéo for bilinear. Em particular, as

relacdes
alxy) = (ax)y = x(ay)
sdo sempre validas.

Se vale a lei associativa x(yz) = (xy)z, com x,y,z €V, entdo a algebra é chamada
associativa. Se vale a lei comutativa xy = yx, com x,y € V, entdo a algebra é dita comutativa. Em

geral, as R-algebras ndo sdo comutativas e nem associativas.

Um elemento 1 € V é chamado de elemento identidade (ou elemento unidade) se 1x = x1 =
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x, Vx € V. Neste caso, V é chamada algebra com unidade. Se a unidade 1 = 0, entdo x = 1x =

Ox = O paratodox € V,isto é,V = 0.

Para distinguir algebras definidas a partir do espaco vetorial I/, o simbolo da multiplicacéo é
muitas vezes indicado de modo explicito como parte da notag&o, assim, escrevemos A: = (V,:). A
dimens&o da algebra A sobre R, denotada por dim A, é a dimens&o do espaco vetorial I/ sobre R,

isto é,dim A =dimV.

Assim, uma algebra A n-dimensional sobre R consiste em todas as combinacgées lineares

n
=S
i=1

de n elementos basicos €4, **, €, com eficientes a; em R.

Definicdo 1.2. Uma algebra A # 0 sobre R é dita uma algebra de diviséo, se, para quaisquer

a, b € V,coma # 0, as duas equacdes
ax = b,
ya = b,
tém solucdes Unicas em A.

Definicdo 1.3. Uma algebra real A é normada se podemos definir um produto escalar de modo

gue tenhamos a identidade
(ab,ab) = (a,a)(b, b). (1.1)
Exibiremos, a seguir, alguns exemplos de algebras de diviséo.

1. O corpo dos niimeros reais é uma R-algebra de dimens&o 1, com elemento identidade
e sem divisores de zero. Essa algebra é comutativa, associativa e com divisao.

2. O corpo C dos nimeros complexos € uma algebra real. A dimenséo dessa algebra, isto
é, a dimenséo de C como espaco vetorial sobre R, é igual a 2. Temos que B = (1, i), onde
i?> = —1, é uma base de C sobre R. Dado z € C, existem a,b € R tais que z = a + bi.
Chamamos a de parte real e b de parte imaginariade z. Se z=a + bi ew = ¢ + di séo
ndmeros complexos, entdo z+w = (a+c)+ (b +d)i e zw = (ac — bd) + (bc —

ad)i. Essa multiplicacdo é comutativa e associativa, o que torna C uma &lgebra que é

comutativa e associativa. O nimero complexo z = a — bi é chamado conjugado de z. O
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namero real ndo negativo |z| = VzZ = Va2 + b? é chamado de médulo de z. Além disso,

z =0 se e somente se |z| = 0. Se |z| # 0, entéo W satisfaz zw = wz = 1. Assim, C é
uma algebra de divisao.

3. O conjunto dos quatérnios H é composto por nimeros da forma a; + a,i + azj +
a.k, com a; € R tal que a; € {1,---,4}. A regra de adigéo é dada por (a; + a,i + asj +
ask) + (by + byi + bsj + byk) = (a; + by) + (a, + by)i + (az + b3)j + (a, +
b4)k. Para determinar a regra da multiplicacédo é suficiente atribuir valores aos produtos dos

nameros i, j, k dados por:

i2=j2=k?=ijk=-1,

ij=k ji=—k
jk=i kj=-1i
ki=j ik=—j.

A Aalgebra dos quatérnios H é uma Aalgebra sobre os reais de dimensdo quatro ndo comutativa,

associativa e de divisao.

Suponhamos que A tenha identidade e que seja 1 uma identidade desta &lgebra. Todo

elemento a pode ser unicamente representado como soma de dois termos no qual um seja proporcional

a 1 e o outro ortogonal a 1. O fato citado acima pode ser visto de um modo mais geral: seja i um vetor

nao nulo. Todo vetor a pode ser decomposto como soma de dois vetores no qual um é proporcional a

i e o outro ortogonal a i:

a=ki+u, udli.

De fato, para demostrar a afirmagdo acima, devemos mostrar a existéncia de um nimero k tal

que o vetor u = a — ki é ortogonal a i, isto €, tal que

(a- ki, i) = 0.

Equivalentemente,

Entao

(a,i) = k(i, D).

_ (aD
TG

Note que i # 0, de modo que (i,i) # 0.
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Temos que
a=k1+a,

onde k é um nimero real e a’ 1 1. Introduziremos nesta algebra uma operacéo de conjugaco cujo

efeito sobre um elemento a é dado por

a=kl—-a'
Em particular, se a é proporcional a 1, entdo a = a, e se a € ortogonal a 1, entdo a = — a.
Claramente,
a=a
e
a+b=a+b.

Definicdo 1.4. Um subespaco vetorial real P de uma R-algebra A é chamado R-subalgebra
de A se xy € P paratodosx, y € P.

Definicdo 1.5. Se A = (V,.) e B = (W,.) séo duas algebras quaisquer, uma funcéo R-
linear bijetora f: V' — W é dita um isomorfismo de R-algebras se

fGy) =fOf )

quaisquer que sejam x, y € V.

Se A é uma subélgebra com identidade e, entdo f: R = A dada por @ = ae é monomorfica,
isto €, um homomorfismo injetor. Em particular, toda algebra real com elemento identidade de dimenséao

1 é isomorfa a R (exceto quando f € nula).
1.1 PROCESSO DE DUPLICACAO

Descreveremos aqui um processo que permite a construcdo dos octdnios através dos
guatérnios como um caminho natural. Mostraremos que este processo de duplicacdo do qual serdo
obtidos os octdnios é o resultado de uma” duplicagdo” dos quatérnios. Este processo de duplicagédo

podera, ndo somente ser usado para obter os octbnios dos quatérnios, como também os quatérnios
dos complexos e os complexos dos nimeros reais. Usando o fato de que ij = k, podemos escrever

gualquer quatérnio
q=ay+a,i+ayj+azk
na forma
q = (ag + a4i) + (ayj + asi)j,
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ou
q =121+ 23,
comz; = ag+ aqiez, =a, + asl.

Com essa nova forma de escrever os quatérnios, consideremos a multiplicacdo. Tome o

guatérnio 1, dado por
r=w;+w,j,
e considere o produto
qr = (z1 + z2))(wy + wyj)
= zywy + 21(Wpj) + (z2))wy + (22))wyj
= ZWq + Z1Wy] + Zojwy + Zyjwy ). (1.1.1)
Os parénteses podem ser retirados, pois a algebra dos quatérnios é associativa. Como ij =
—Ji,
temos (ag + a1i)j = agj + a1ij = agj — aqji = jlay — aqi), isto é,
z1j = jz.
Temos que dois elementos z e w da forma a + bi comutam, i.e.,
ZW = wz.

Com estas propriedades em mente, reescrevemos o segundo termo do lado direito de (1.1.1.)
como zZ;W,j = W,Z1j, 0 terceiro termo sendo z,jwy; = Z,W;j, € 0 quarto Z,jw,j = Z,W;jj =

Z,W5j% = —z,W,. Segue que
qr = z1Wy + Wyzyj + Z;Wej — Z;W,
= (z1wy — 2,W3) + (Wpzy + Z,Wy)j. (1.1.2)

Um ponto importante sobre a representagdo dos quatérnios na forma q = z; + z,j, isto é, quando

i2 = —1, todos os quatérnios da forma a + bi podem ser vistos como niimeros complexos.

Definimos os quatérnios como expressdes da forma z; + z,J, quando z; e Z, sdo numeros

complexos e j é um simbolo, que sdo multiplicados conforme (1.1.2.). Seja U uma &lgebra com

elementos da forma
u= aO + a1i1 + aziz + .-+ anin,
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com adicdo e multiplicacdo definidas. O elemento
E = ao - alil - aziz — e = anin
sendo o conjugado de u.

Agora definimos ‘U(z), a U duplicada, uma algebra com dimens&o 2n cujos elementos séo

expressfes da forma
u; + uye, (2.1.3)

com U4 e U, elementos arbitrarios em U e e um novo simbolo. Os elementos de U@ s5o adicionados

de acordo com a regra
(ug + uye) + (v + vye) = (uy + vy) + (uy + vy)e (1.1.4)
e a multiplicagéo é dada por
(uy + uye)(vy + vye) = (U v, — vauy) + (vuy + uyvy)e, (1.1.5)
a barra denota conjugacdo em U. A forma usual de um elemento em U@ g
Ao + aqiy + -+ Aply + Anyalnsr + o+ Qonvalonta, (1.1.6.)

sendo os pares de elementos u; e U, em U dados por Uy = ag + aqi; + -+ auyl, € Uy =

Ani1lner + -+ Aaps1lane1, assim, os elementos de (1.1.3) podem ser considerados como uma
forma de escrever simplificada de (1.1.6). Além disso, as definicdes da adicdo e da multiplicacdo em

(1.1.4.) e (1.1.5.) s&o mais curtas e mais claras do que uma definicdo em termos de uma tabela de
multiplicacdo. Claro que a tabela da multiplicagéo para as “unidades imaginarias” iy, i3, ", ion+1

podera ser obtida de (1.1.5.). Agora que definimos o processo de duplicacéo, é facil ver que no comeco

dessa sessédo nds obtivemos os octdnios a partir da duplicagdo dos quatérnios.
1.2 SISTEMA DE NUMEROS COMPLEXOS MAIS GERAIS
Defini¢cdo: seja uma equacdo quadrtica arbitraria e seu discriminante dadas por
x2+px+q=0, (1.2.1)
A= p? — 4q. (1.2.2)

Consideremos uma extensdo do conjunto dos nimeros reais R com um novo simbolo E que

satisfaz a equacdo (1.2.1.) independentemente do sinal do discriminante (1.2.2.). O conjunto de todas

as possiveis combinagdes lineares
a+ bE,coma, b eER

sera chamado de sistema de nimeros complexos mais gerais. A adicao e a multiplicacdo sdo dadas
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(a+bE)+ (c+dE)=(a+c)+ (b+d)E

(a + bE)(c + dE) = ac + adE + bcE + bdE?

= (ac — gbd) + (ad + bc — pbd)E, (1.2.3)

sendo E2 = —pE — q, no qual E é alguma raiz de (1.2.1.).

O fato de que (1.2.3.) contém dois numeros reais arbitrarios p e q indica que encontraremos

uma infinidade de sistemas de nimeros. Mostraremos que cada um dos sistemas pode ser reduzido a

um dos trés casos:

1. Numeros a + bE, com E? = —1 (os nimeros complexos);

2. Numeros a + bE, com E? = 0 (os nimeros duais);

3. Numeros a + bE, com E? = 1 (os ntmeros duplos).

Prova:
Caso 1: A= p? — 4q < 0.
Entre os nimeros da forma a + bE existem os nimeros i = a + BE tais que i* = —1. De
fato, sejam a = ‘5 e B =
1 e
5 2
p
—A2 —A2
_ p? + 4pE + 4E*
B —A
_ p? +4pE + 4(—pE — q)
B —A
_ p%+4pE — 4pE — 4q
B —A
L R—1
-A
1
quando E = a4 + f1i, com aq = _Tp e b1 = _TAZ. Segue que todo numero a + bE pode ser

identificado a um nimero complexo qualquer, da forma
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1
—p <_AE)
a+bE=a+b T+ > i

Caso 2: A= p? — 4q = 0.

Similarmente, entre os nimeros da forma a + bE existem nimeros € = a + SE tais que

= 0; é possivel, por exemplo, colocar € = g + E tal que

2

g = (§+E)

pZ
=Z+pE+E2

p?
=Z+pE—pE—q

2
-4
p4q:0’

jaque p2 — 4q = 0, por hiptese. Assim, o sistema de nimeros a + bE sempre podera ser reduzido

aos chamados numeros duais

a+ bE,coma, b ER, €2 =0,

quando E = a; + b;&, com a; = —g e b; = 1. Segue que todo numero a + bE pode ser

identificado com um ndmero dual qualquer

a+bE=a+b(—§+1s)

= _Pr
= (a+ 2b) + be.
Caso 3: A= p? — 4q > 0.

. . . 2
Existem ntmeros da forma e = a + bE tais que e = 1. De fato, ponha e = % + —<F tal

A2 A2
2 2
p
e’ = <—1+—15>
A2 A2
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_ p?+4pE + 4E?

A
_ p? +4pE + 4(—pE — q)
- A
_ p? +4pE — 4pE — 4q
B A
A
=2=1

Isso nos permite reduzir nosso sistema de ndmeros complexos mais gerais aos chamados

nameros duplos:

a+ be,coma, b €R, e? =1,

1

A
quando E = c¢; +dye, com ¢ =Tp e dq =?2. Segue que todo numero a + bE pode ser

identificado com um ndmero duplo qualquer

2 RESULTADOS

1
rbE=a+b| P+
a =a 2 26

1
p A2
(a—b§)+ b7

Nesta secao apresentaremos as demonstracdes dos teoremas de Frobenius e Hurwitz. Seja

A uma algebra de diviséo associativa sobre os reais. As seguintes afirmac6es séo validas para A:

Afirmacdo 2.1. A algebra A tem uma identidade.

Prova:

Seja a um elemento n&o nulo da algebra A. Considere a equacéo

xa = a.

Como A é uma algebra de divisdo, a equagdo acima possui uma Unica solugéo e, isto é, ea =

a. Multiplicando esta equacdo & esquerda por b obtemos b(ea) = ba, como a &lgebra A é

associativa, entdo (be)a = ba. Temos também que a equacéo xa = ba possui uma Unica solucéo,

logo

be = b.
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Agora considere equacao
ax = a.
De maneira analoga, como A ¢ uma algebra de divisdo, a equacéo acima possui uma Gnica

solucdo e, isto é, ae = a. Multiplicando esta equacéo a direita por ¢ obtemos (ae)c = ac, como a

algebra A é associativa entdo a(ec) = ac. Temos também que a equagdo ax = ac possui uma

Unica solucdo, logo
ec =c.

Ja que b e c sdo elementos arbitrarios, as equacbes be = b e ec = ¢ mostram que e é

elemento identidade de A. Usualmente, denotamos este elemento por 1.

Afirmacéo 2.2. Se um elemento a € A n&o é proporcional a 1, entdo o conjunto de elementos
C, daforma
al + Ba
forma uma subalgebra isomorfa a algebra dos nimeros complexos.
Prova:
Basta demonstrar que o elemento a € A satisfaz uma equacgdo quadratica

a’?+sa+tl=0, (2.1)

com discriminante negativo. De fato, (2.1) implica que a? = —sa — t1. Portanto, o conjunto dos
elementos da forma a1l + Ba é fechado para a multiplicagdo em A. Logo, o conjunto C, é uma
subalgebra de A com dimens&o 2. Como vimos na sesséo (1.2), se A= s? — 4t < 0, a subalgebra
¢ isomorfa a algebra dos nimeros complexos. Seja n a dimens&o da algebra. Considere as n + 1

primeiras poténcias de a.:

a® =1,at,a? ad -, a".

O sistema com 11 + 1 vetores é linearmente dependente, de modo que alguma poténcia deve

ser combinacao linear dos antecessores:
M =kp_1a™ 1+ -+ kya®? + kya + kg1
Em outras palavras, a é uma raiz da equacao de grau m:
x™ — ko x™ 1l — . — kya? — kja — ko1 = 0.

Considere em geral o polinémio de grau m:
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P(x) =x™ — ko x™ 1 — oo —kpx? — kyx — ko1
Tal polinémio pode ser escrito como um produto
P(x) = Py(x)Py(x) -+ Ps(x) (2.2)
de polinémios quadréaticos lineares e irredutiveis (isto €, ndo é mais possivel decompor cada P; (x),
comi € {1,2, -+, s} em dois ou mais polinmios n3o constantes).

Para acompanhar o resto do argumento, devemos ter uma compreenséao clara da igualdade

(2.2.). Assim, cada um dos polindémios P; (x), -*-, P;(x) é uma soma de dois ou trés termos:
x+toux?+sx+t.

A igualdade (2.2.) afirma que, se multiplicarmos os polindmios P, (x), -, Ps(x) usando a distribuicdo

e a adi¢do de polindmios, juntamente com o fato de que

xk xl = xk+l

reduzimos termos semelhantes e ent&o encontramos P (x). Lembre-se que a regra para trabalhar com

as poténcias de a é a mesma para as poténcias dos desconhecidos x, ou seja,

ak al — ak+l

pois A é uma algebra associativa. Segue que, ao substituimos a por x na igualdade (2.2.), obtemos
P(a) = Py(a)P;(a) -+ Fs(a).
Quando P(a) = 0 temos
Py (a)P,y(a) - Fs(a) = 0. (2.3)

Agora usaremos o fato de A ser uma algebra de divisdo. Isto implica que o produto dos
elementos sendo zero, pelo menos um deles é zero (sejam u, v € A, com u * 0 tais que uv = 0.
Sejaaequacdoux = 0. Como A é uma algebra de divisdo, as equagbes uv = 0 e ux = 0 possuem

as mesmas solugdes, logo, x = v = 0). Aplicando a (2.3.), pelo menos para algum i vale
Pi(a) =0,

isto €, o elemento a satisfaz uma equacao linear ou quadratica. Se a satisfazer uma equacéo linear
a+tl =0,

entdo contrariamos a hipétese de a néo ser proporcional a 1. Logo, a satisfaz uma equacao quadratica
irredutivel (2.1.). Quando o polinémio Pl-(x) € irredutivel, o discriminante é negativo (isto decorre do
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Teorema Fundamental da Algebra, ou seja, todo polindmio com coeficientes complexos possui alguma

raiz complexa).
Afirmagéo 2.3. Se dois elementos a;, a, € A néo pertencem a mesma subalgebra C,, entdo
0 conjunto Qal_azde elementos da forma
al + fa; +ya, + da,a,
€ uma subdlgebra isomorfa a algebra dos quatérnios.

Para demonstrar essa afirmacgéo, mostraremos que, se b; e b, sdo dois elementos cujos
quadrados sdo —1, entdo
b1b2 + b2b1 = Al,

com A sendo um namero real.
Prova:

Na subdlgebra C,_, escolhemos um elemento b, tal que b? = —1 (b, é a unidade imaginaria
da algebra complexa Cal). Similarmente, na subélgebra C ,» escolnemos um elemento b, tal que b% =

—1. Quando b;, b, diferem, respectivamente, de a;, a, por multiplos de 1, segue que o conjunto dos
elementos da forma al + fa; + ya, + da,a, coincide com o conjunto de elementos da forma

a'l+p'a; +y'a; +8'ara;, isto é, Qq, 4, coincide com Qp, p,. Além disso, se
e = bl' e, = klbl + k2b2 e k2 * 0,

entdo Qel,e2 coincide com le, b, € assim com Qal'az. De fato, seja o conjunto dos elementos da forma

a1+ B"e; +y"e, + 6" e ey, 0 que implica que
a1+ B"(by) +y"(kiby + kyby) + 6" (k1by + kyby)
a1+ (B"+y"ky +8"bik)by + (y"ky)by + (6" ky)bybs.
Mostraremos que é possivel escolher nimeros k; e k, de modo que
el =—1,e2=—-1e(ee;)?=—1. (2.4)
A primeira das igualdades em (2.4.) vale para k;, k, arbitrarios. Por um lado, temos que
(by + by)* = (by + by)(by + by) = bf + b7 + (byb, + byby) = —2.1 + (byb, + byby),
e por outro lado, o quadrado de b; + b, pode ser escrito como uma combinag&o linear de 1 e by + b;:
(by + b2)* = p1 +q(by + bs).
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Portanto,
—2.1 + (byby + byby) = p1 + q(by + by) < byb, + byby = 2.1 + pl + q(by + by).
Logo,
byby + b,b; = 2+ p).1+ q(by + by). (2.5.)
Similarmente,

(b1 + 2b2)2 = (bl + 2b2)(b1 + sz) = b12 + 4'b% + Z(blbz + bel)
=-51 + Z(blbz + bel)

(bl + 2b2)2 = pll + q,(bl + sz)
Assim,

—5.1 + 2(byb, + byby) =p'1 + q'(by + 2b,) & 2(byb, + byby)
= —-5.1+p'1+q'(by + 2b,),

0 que implica que
biby + byby =~ (5 +p").1+5q'(by + 2by).
Supondo que g # 0 e igualando as duas expressées podemos deduzir que b, difere de b, por

um mdltiplo de 1, isto &, b, € Cbl. Mas isso esta descartado por suposicdo, assim, g = 0 e aigualdade

(2.5.) implica que
bib, + byb; + A. 1, (2.6.)

onde A = 2 + p. Em outras palavras, se b; e b, séo dois elementos cujos quadrados sdo —1, entdo

teremos (2.6.) em méos.

Agora é facil determinar os elementos requeridos e e e,. Para isto, considere o elemento ¢ =

Ab; + 2b,, onde A tem 0 mesmo valor que em (2.5). Seja
= (Aby + 2b,)(Ab; + 2b,)
= A%b? + 4b2 + 2A(b,b, + byby)
= —12.1— 4.1+ 24(b,b, + b,b;)
=—-221-41+22%1

= (1?2 —-4).1, (2.7)
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significando que A% — 4 < 0. Se tivéssemos p = A2 — 4 > 0, entdo c? = p1, implicando que

(c - \/5 1)((: + \/5 1) =0, isto &, que ¢ = \/5 lec= —\/5. 1. Mas isto é impossivel, pois b,

e b, ndo pertencem a mesma subalgebra complexa.

1
Ponha e, = Ny T Logo,

c

2

e =

2742

A2 —4 1

C4-22 '
Entdo (2.7.) implica que ezz = —1, a segunda igualdade em (2.4.). Provamos a terceira
igualdade notando que
elez + ezel = O (28)

De fato,

) (Aby + 2b,) + < ) (Aby + 2b,) b,

1 1
Va—-22 Va-22
_ Ab? + 2b,b, + Ab? + 2b,b,
V4 -2
_ A(bf + b}) + 2(by b, + byby)
V4 -2
—21.1+22.1
Va -2

elez + 3281 == b1 <

Usando (2.8.), obtemos
(e1€2)% = (e1e;)(e162) = (e1€,)(—ezeq) = —(ege5)e; = ef = —1. (2.9)
Isto estabelece a terceira igualdade em (2.4.).
Agora mostraremos que o conjunto dos elementos Qel,e2 da forma
a, + Pe; +ye, +beje;
(que, como ja mencionado anteriormente, coincide com Qal,az) € uma subalgebra da algebra A.
Para isto é suficiente mostrar que o produto de dois dos quatro elementos
1, e, ey, €16, (2.10.)
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€ uma combinacao linear destes elementos. Para tanto, devemos verificar os produtos

ei(e1e;), (e1er)eq, ex(eqey), (erer)es,.

Temos que
ei(erer) = (ere)e; = efe, = —e,
(erex)e; = (—ezei)e; = —ey(ere) = —ezef = e,
ey(ere;) = ey(—eze;) = —(eze))e; = —efe; = e
(erex)e; = eq(eze;) = eje5 = —ey. (2.11)

Isto completa a prova de que Qal,a2 € uma subalgebra.

Agora devemos mostrar que esta subdlgebra é isomorfa a algebra dos quatérnios. Primeiro,

mostraremos que o0s elementos de (2.10.) formam uma base da subalgebra em questao e, em segundo,

que a tabela da multiplicagdo desta base é a mesma tabela da multiplicagdo para a base 1,1, j, k da
algebra dos quatérnios. Por enquanto, sabemos que todo elemento de Qal,azé uma combinagao linear

dos elementos de (2.10.). Para mostrar que esses elementos formam uma base, devemos mostrar que

eles sdo linearmente independentes ou que nenhum desses elementos é combinacdo linear dos

antecessores. O elemento e, ndo & uma combinagéo linear de 1 e e4, isto decorre do fato de que e; e
e, néo pertencem a mesma subalgebra C,. Assim, temos que mostrar que e; e, ndo é uma combinagao

linear de 1, e e e,, isto &, que ndo podemos ter
ee; = pey +qeq +rl. (2.12)

Suponha que a igualdade acima ocorra. Entéo p e q séo diferentes de 0. De fato, se, digamos,
p = 0, entdo multiplicando (2.12.) por e, pela esquerda, obtemos — e, = —q.1 + re;, encontramos
um absurdo, ja que e, ndo pode ser combinacgéo linear de e; e 1, como ja comentado anteriormente.

Multiplicando (2.12.) pela esquerda por e, obtemos
—e; =peje; —qtrey,
ou

1 r
6162 = _;ez _;el +%1

A diferencga das duas expressdes para e, e, é dada por
(p+3)ea+(q+5)es+(r—-2).1=0.
p ) €2 q ») €1 v
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O coeficiente de e, deve ser o 0, pois de outra forma e, seria uma combinacéo linear de 1 e

e1. Logo,
p+%=0(=)p2+1=0,

absurdo, pois é impossivel encontrar um p real satisfazendo a Ultima igualdade dada.

Portanto, demonstramos que os elementos 1, e, e,, e3, com ez = e;e, formam uma base

para a élgebra Q,_ ¢,

Neste ponto, demonstrar o isomorfismo da subalgebra Qel,eze a algebra dos quatérnios H,

requer que mostremos que a tabela da multiplicacédo para a algebra Qel,ez com a base
1, eq, ey, €3
seja a mesma tabela de multiplicacdo para a algebra dos quatérnios H com a base
1) ir jl kl

mas isto segue diretamente das relacgdes (2.4.), (2.8), (2.11).

Um dos problemas classicos da teoria das algebras € o da determinacao de todas as algebras
de divisao. Um resultado obtido recentemente € no sentido de que a dimenséo de tal algebra s6 podera
serl, 2,4 o0u8.

Esse problema torna-se mais simples se impusermos alguma condi¢do adicional & algebra,
como no resultado classico, obtido em 1878 pelo mateméatico alemé&o Ferdinand Georg Frobenius (1849

- 1917), em que a condi¢do adicional sobre a algebra é que ela seja associativa.

Teorema 2.4. (Teorema de Frobenius - 1878). Toda algebra de diviséo associativa é isomorfa
a uma das seguintes algebras:
()A algebra R dos nimeros reais;
(ii)A algebra C dos nimeros complexos;

(ii))A algebra @ dos numeros quatérnios.
Prova:

Seja A uma algebra de divisdo associativa. Pela Afirmacdo 2.1., a dlgebra A tem identidade.
Os elementos da forma k1 formam uma subalgebra R isomorfa a algebra dos nimeros reais. Se R &
A, entédo pela Afirmagéo 2.2., A contém uma subalgebra C, isomorfa aos nimeros complexos. Se
C, & A, pela Afirmagéo 2.3., A contém uma subélgebra @, ;, isomorfa a &lgebra dos quatérnios. Se

Qap = A, nédo temos mais nada o que fazer. Suponha @, & A, entéo A contém um elemento ¢
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que ndo estaem (), ,, mostraremos que A n&o sera uma algebra de divis&o, entrando em contradicéo

com a hipétese do Teorema 2.4.

Na &lgebra dos quatérnios @ p, escolhemos umabase 1,1, j, k com a tabela da multiplicacéo

i2=j%2=k?=ijk=-1,
ij=—ji=k; jk=—-kj=1; ki=—ik =],

e considere ¢ como pl + ge, com e? = —1 (e é uma “unidade imaginaria” da algebra complexa Cp).

Usando a associatividade de <A e a relagdo (2.6.), reescreveremos ie. Assim,
ie = (jk)e = j(ke) = j(—ek + A'1) = j(—ek) + jA' = —(je)k + V'j = —(—ej + 1" Dk +
Nji=(Ek—-Ak+2Aj=e(jk) —2"k+Aj=ei— 2"k +1j.
e assim,

ie—ei=-A"k+1j.
Por (2.6.) também temos que
ie—ei=A7A""1.
Adicionando as duas Ultimas igualdades acima obtemos ie = —(/1”’1 + A'j — 2"k), logo, é

um elemento da algebra Q, p. Entéo, também o é ic = i(p1 + ge). Se ¢’ é um elemento de Qg p,
entdo o produto ic’ também é elemento de Qg p- Mas isto é impossivel, pois A é uma algebra de

divisdo (a equacgéo ix = ¢, com ¢ n&o sendo de Q, ;). Isto contradiz o Teorema de Frobenius. Aqui

encerramos a demonstracao.

Seja A uma élgebra de divisdo normada com uma identidade e seja U uma subalgebra

contendo 1 e diferente de A.
Lema 2.5. A seguinte identidade vale em qualquer algebra normada:
(a1by, azby) + (ayby, azby) = 2(ay, az)(by, by). (2.13))
Note que esta identidade conecta os quatro elementos a,, a,, b;, b, da algebra A.
Prova:

No lugar de a para a identidade fundamental (1.1.), coloque a; + a,. Temos que
((al + a;)b, (a, + az)b) = (a; + a,a; + a,)(b, b)

ou, desenvolvendo, temos:
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(a;b + ayb,a;b + a,b) = ((al, a,) + (az,az))(b, b)
(ayb + ayb,a,b) + (a1b + a,b,a,b) = ((a1 +a,,a,) + (a; + ay, az))(b, b)
(a1b,a.b) + (ayb,a.b) + (a,b, ayb) + (a,b, a,b)
= ((al, a,) + (ay,ay) + (aq,a,) + (a,, az))(b, b)

Ou segja,
(ayb,a.b) + (a,b,a,b) + 2(ayb,a,b) = (ay,a,)(b,b) + (ay,a,)(b,b) + 2(ay,a,)(b,b).

Pela identidade fundamental, o primeiro e segundo termos da esquerda da Ultima igualdade

acima sao iguais, respectivamente, ao primeiro e segundo termos da direita. Assim,
(albl azb) = (all aZ)(bl b) (214)

Para conseguirmos o resultado requerido, ponha b; + b, no lugar de b em (2.14.). Entéo

teremos
(a1(by + by), az(by + by)) = (aiby + arby, azby + azby) = (ay,az)(by + by, by + by)
ou
(a1bq, azbq) + (a1by, azby) + (a1by, azb,) + (arby, azby)
= (ay, az)(by, by) + (ay, az) (b, by) + 2(ay, a;)(by, by)

Por (2.14.), a primeira e a segunda parcela sdo iguais do lado esquerdo, respectivamente, a

primeira e a segunda do lado direito. Cancelando, obtemos a identidade (2.13.).

Lema 2.6. A seguinte identidade vale em qualquer algebra normada com identidade
(ab)b = (b, b)a. (2.15)

Em outras palavras, o elemento (a, b)E € sempre proporcional a a e o coeficiente de
proporcionalidade é (b, b).
Prova:

Primeiro notemos que, para provar a identidade (2.15.), € suficiente considerar o caso em que

b L 1. De fato, seja b’ um elemento da algebra A. Se representarmos
b’ =k1+0b,
comb 11, entio b = —b, e

(ab)b’ = (a(kl + b)) (k1 —b) = k?a — (ab)b = k?a + (ab)b.
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Se assumirmos a férmula (2.15.) para o vetor b, entdo teremos
(ab")b’ = k*a + (b,b)a = [k? + (b,b)]a = (b, b")a,
isto é, a formula (2.15.) para o vetor b’. Observe que a igualdade b’ = k1 + b implica que

(b',b")=(k1+b,k1+b) =k?*(1,1) +2k(1,b) + (b,b). Temos que 2k(1,b)=0 e
(1,1) = 1. Assim, provaremos a identidade (2.15.) se assumirmos que b L 1 (ou, equivalentemente,

b = —b). Também escreveremos A para (b, b).

Considere o elemento
¢ = (ab)b — Aa.
Mostraremos que ¢ = 0 ou, equivalentemente, que
(c,c) = 0.
em vista das propriedades de produto escalar, temos
(c,c) = ((ab)b — 2a, (ab)b — Aa) = ((ab)b, (ab)b) + 2*(a,a) — 21 ((ab)b,a). ~ (2.16)

O lado direito € uma soma com trés termos. Usando a igualdade fundamental (1.1.),

simplificamos a primeira parcela

((ab)b, (ab)b) = (ab, ab)(b, b)
= (a,a)(b,b)(=b,—b)
= (a,a)(b, b)?
= 1%(a, a).
Para simplificarmos a terceira parcela, usaremos a identidade (2.13.). Primeiro escreva como
(a;by, azb,) = 2(ay, a;)(by, by) — (ayb,, ayby).
Nesta Ultima identidade, coloque a; = ab, by = E, a, =a, b, =1, logo,
((ab)g, a) = 2(ab, a)(b, 1) — (ab, ab).
Quando b 1 1, a primeira soma é igual a 0, e a segunda €

—(ab, az) = (ab,ab) = (a,a)(b,b) = A(a,a).

assim,
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((ab)E, a) = Aa, a).

Agora, reescrevemos (2.16.):

(c,c) = 2*(a,a) + 2*(a,a) — 22%(a,a) = 0,

gue é o que desejavamos provar.

Uma consequéncia do Lema 2.6. é que podemos deduzir uma identidade a partir de (2.15.)

muito importante para o que segue. Se no lugar de b em (2.15.) colocarmos b = x + y, obtemos

ou,

(ax+y)Ex+y)=(x+y,x+y)a,

(ax)x + (ay)y + (ax)y + (ay)x = (x,x)a + (y,y)a + 2(x,y)a.

Em vista da identidade (2.15.) a primeira e segunda soma do lado esquerdo séo iguais,

respectivamente, a primeira e a segunda soma do lado direito. Portanto,

(ax)y + (ay)x = 2(x,y)a. (2.17))

Esta é a igualdade que gostariamos de estabelecer.

Afirmac&o 2.7. Existe um vetor unitario e que é ortogonal a U, isto é, (e,u) = 0, para todo

u € U. A representacdo dos elementos de U + Ue na forma

uq + uze (218)

é Unica, com u4, U, € U.

Prova:

Lembremos que U é uma subélgebra da algebra A contendo 1 e que n&o coincide com A, e

e é um vetor unitario ortogonal a ‘U. Primeiro, demonstraremos que os subespagos U e Ue sdo

ortogonais, isto é, u; 1 u,e para quaisquer dois elementos 14, U, € U. Usando o Lema 2.5., se

colocarmos em (2.13.) a; = U4, b; = u,, a, = e, b, = 1, teremos

(uguy, e) + (ug, uze) = 2(uy, e)(uy, 1).

Agora, tenha em mente que U é uma subélgebra, de modo que u u, € U. Mas entdo u; L

e, uju, 1 e. Segue que

(u1,u2€) =0,

isto é, u; L u,e. Isto significa que U e Ue sdo ortogonais.
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Agora, suponha que
Uy + uze = uy + uze.
Entéo,
up —up = (uy +uye.
Isto significa que v = 1, — U esta no subespaco U e Ue. Como estes subespacos sdo ortogonais,
segue que (v,v) =0 e, portanto, v = 0. Isto implica que u; —u; = 0 e (u), —uy)e = 0. Na
identidade (1.1.), quando ab = 0 temos que @ = 0 ou b = 0. No nosso caso, (u; —u,)e =0 e
e # 0 implica que (u; — u,) = 0. Logo, u; = uj e U, = uj.
Afirmacao 2.8. O produto de dois elementos da forma (2.18.) é dado por
(ug + uye) (v + vye) = (U v — vauy) + (Vouy + uyvy)e. (2.19.)
Na expresséo (2.19.), o termo a é definido, para um dado a € A, da seguinte maneira: a €
A pode ser escrito de modo Gnico como a = k1 + a’, onde 1 é a unidade de A e a’ é ortogonal a

1. O conjugado de a é dado por a = k1 — a’. A subélgebra U + Ue é isomorfa a algebra duplicada

U.
Prova:

Devemos mostrar que se U e v sdo elementos da subalgebra U, entdo

(ue)v = (uv)e, (2.20.)
u(ve) = (vue, (2.21))
(ue)(ve) = —vu, (2.22)

Com estas relacdes comprovadas, podemos provar facilmente (2.19.). Seja
(U1 + uze)(vy + vze) = vy + us(vze) + (uze)vy + (uze) (vye)

Se transformamos os Ultimos trés termos da direita da igualdade acima de acordo com as
férmulas (2.20.), (2.21.), (2.22.), entdo obtemos a igualdade

(uy + uze)(vy + vze) = (v — Vup) + (Vauy + uyvye,
isto €, a formula (2.19.). Para provar (2.20.), (2.21.) e (2.22.), usaremos a identidade (2.17.),
(ax)y + (ay)x = 2(x, y)a.
Se supusermos as identidades

a=u,x=ey=u,
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e tivermos em mente que U L e, entdo teremos
(ue)v + (uv)e = 2(e,v)u = 0.

Quando e = —e (para e L 1), obtemos a férmula (2.20.).

Para provar (2.21), suponha em (2.17.) que

a=1x=u,y=ve.
Quando ve = —ve (ve L U, isto é, ve L 1), seque que
u(ve) — (ve)u = 0.
Usando (2.20.) obtemos
u(ve) = (ve)u = (vu)e.
Para provarmos (2.22.) usaremos a seguinte observacdo:se v =cev =d,entdio v = c +

d. Quando todo elemento v pode ser escrito como uma soma de dois termos no qual uma é
proporcional a 1 e a outra é ortogonal a 1, para provar (2.22.) é suficiente considerarmos dois casos:

quandov =klev 1 1.Sev = k1, entdo aférmula (2.22.) torna-se
k(ue)e = —ku,
uma identidade cuja validade esta implicita por (2.15.).
Agora suponha v L 1 (de modo que ¥ = —v). Se em (2.17.) tivermos
a=u,x=e, y=—ku,

Entéo,
(ue)(ve) — (u(ve))E = —2(e,ve)u.

Pela identidade (2.14.), (e, ve) equivale a (1,v)(e,e), isto é, 0. Portanto, por (2.21.), 0

segundo termo do lado esquerdo é igual a —(u(ve))? = —vu = Y u. Logo,
(ue)(ve) = —vu

como queriamos provar. Assim, provando (2.20.), (2.21.), (2.22.) demonstramos (2.19.).

Afirmacdo 2.9. Toda subalgebra contendo 1 e diferente de A é associativa.

Prova:

Usando (2.17.) e impondo que

a=ve x=Ww,y=ue,
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temos que
((we)w)(—ue) + ((ve) (@ e))w = 2(w, Te)ve = 0,
pois (W, ue) = 0. Usando (2.20.) e (2.22.) temos que
((vw)e) (=T e) — (uv)w = 0,

u(vw) — (uv)w = 0.

Teorema 2.10. (Teorema de Hurwitz - 1896). Toda algebra normada de divisdo com identidade
€ isomorfa a uma das seguintes algebras:

0] A algebra R dos numeros reais;

(i) A algebra C dos numeros complexos;

(i)  Adlgebra Q dos nimeros quatérnios;

(iv) A algebra @ dos niimeros octénios.

Prova:

Seja U uma subalgebra da algebra A contendo 1 e diferente de A. Pela Afirmacéo 2.7., a
representacéo do conjunto dos elementos na forma da identidade (2.18.) € Unica e pela Afirmacéo 2.8.,

este conjunto é fechado para a multiplicacdo, sendo assim uma subélgebra de ‘U, denotada por U +
Ue. O processo de construcdo da algebra U + Ue a partir da algebra ‘U é chamado duplicacdo e a
algebra U + Ue é chamada U duplicada. Uma vez que contém um elemento de identidade 1, a lgebra
A contém uma subalgebra de elementos da forma k1 que é isomorfa & algebra de nimeros reais e

sera denotada por R. Se no argumento anterior substituimos U por R, entdo e sera um vetor unitario

e ortogonal a 1. Pela formula (2.19.),
2=(0+1e)(0+1e) = —

Isto implica que o quadrado de um vetor a a’ ortogonal a 1 é A1, com A1 < 0. Por outro lado,
se 0 quadrado de um elemento é A1 e A1 < 0, entdo este elemento é ortogonal a 1 (de fato, seja o
quadrado de um elemento que néo é ortogonal a 1, isto €, um elemento da forma a = k1 + a’, com
k#0eaa L1le (kl+a)(kl+a)=k?*1+a?+2ka =k?1+ ul+2ka’. Se este
elemento for proporcional a 1, entdo segue que a’ = 0 e entdo a = k1. Mas o quadrado do ultimo
elemento nao é igual a A1, com A < 0).

Considere mais uma vez a subalgebra R. Se R # A, entdo existe um vetor unitario e
ortogonal a R. Considere a subalgebra C = R + Re. Como C é uma algebra R duplicada, esta é

isomorfa a algebra dos niimeros complexos. A partir do que foi dito sobre a conjugacéo da algebra A,
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segue que para os elementos de C a conjugacdo coincide com a conjugacio usual dos nimeros
complexos. Se a subdlgebra C néo coincidir com A, entdo existe um vetor unitario e', ortogonal a C.
A subélgebra Q = C + Ce’, a duplicada de C, ¢é isomorfa & éalgebra dos quatérnios. Nossa

caracterizagdo anterior da conjugacédo em A implica que os elementos de @ conjugados coincide com
com a conjugacao da algebra dos quatérnios.

Se Q # A, escolhemos o vetor unitario ortogonal a Q. A subalgebra O = Q + Qe"’, que é

duplicada de Q e isomorfa a algebra dos octonios. Esta algebra deve coincidir com A, pois, pela
Afirmacéo 2.9., se ndo coincidisse, essa algebra seria associativa, entrando em contradicdo com o fato

de que a algebra dos oct6nios ndo é associativa. Por sua vez, se a algebra <A néo é isomorfa as

algebras R, C, Q, entdo é isomorfa a algebra O, o que demonstra o Teorema de Hurwitz.

3 CONSIDERACOES

Ao longo do desenvolvimento desse artigo foi possivel compreender dois importantes resultados
sobre algebra de divisdo reais associativas e também sobre algebras de divisdo normadas.
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