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RESUMO

O presente artigo tem como objetivo apresentar uma construgao da algebra dos octénios junto com o
estudo de varias propriedades desta algebra. Apresentaremos uma nova maneira de construgédo da

algebra dos quatérnios HI utilizando o processo de duplicagdo de Cayley-Dickson, que auxilia na
construcao da algebra dos octonios.

PALAVRAS-CHAVE: Algebras de divisdo. Algebras nio associativas. Algebras alternativas.

ABSTRACT
This article aims to present a construction of octonions algebra together with the study of several

properties of this algebra. We will present a new way of constructing the quaternions algebra H using
the Cayley-Dickson doubling procedure which helps in the construction of the octonions algebra.

KEYWORDS: Division algebras. No-associative algebras. Alternative algebras.

RESUMEN
Este articulo tiene como objetivo presentear una construccion del algebra de octoniones junto com el
estudio de varias propiedades de esta algebra. Presentaremos una nueva forma de construir el dlgebra

de cuaternions H utilizando el proceso de duplicacion de Cayley-Dickson que ayuda en la construccion
del algebra de octoniones.

PALABRAS CLAVE: Algebras de divisién. Algebras no asociativas. Algebras alternativas.

INTRODUCAO

O presente artigo tem como objetivo apresentar uma construcdo da algebra dos octénios junto
com o estudo de varias propriedades desta algebra.

Os octdnios sdo numeros da forma:
Ao + Aqlq + Aylp + A3zliz + Ayly + Agls + Aglg + Ayl
com ag, aq, Ay, A3, Ay, As, Ag, A7 NUMeros reais arbitrarios e iy, iy, i3, i4, is, ig, i SA0 uUnidades
imaginarias, isto €, ilz =-1,vIie{, 7.

Descreveremos um processo que permite a construgdo dos octonios através dos quatérnios
como um caminho natural. Mostraremos que este é um processo de duplicagdo, também conhecido

como processo de Cayley-Dickson, devido aos matematicos Artur Cayley (1821-1895) e Leonard
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Eugene Dickson (1874-1954), no qual os octdnios surgem como o resultado de uma “duplicagcdo” dos
quatérnios. Esta duplicagdo pode ser usada para obter os octdnios a partir dos quatérnios, como
também os quatérnios a partir dos complexos e os complexos a partir dos nimeros reais. Esse processo
pode ser repetido indefinidamente, mas a medida que a dimensao aumenta, as perdas de propriedades
tornam-se cada vez maiores e essas algebras sao mais dificeis de se trabalhar. Por exemplo, a
duplicagcdo da algebra dos octbnios resulta numa éalgebra de dimensdo 16 com uma tabela de
multiplicagéo 16 x 16. Uma das principais perdas € que essa algebra ndo sera mais de divisdo sobre
0s reais, pois foi demonstrado pelos matematicos Michel André Kervaire (1927-2007) e John Willard
Milnor (1931-) em 1958 que a dimensao de uma algebra de divisao sobre os reais é 1, 2, 4 ou 8.

1 REFERENCIAL TEORICO

Nesta secdo apresentaremos conceitos fundamentais para o entendimento da construcao da

algebra dos octénios.
Definicdo 1.1: Seja I/ um espago vetorial sobre R. Este espaco é chamado algebra sobre R (ou R-

algebra, ou algebra real) se for possivel definir sobre V uma operacdo binaria como abaixo, que

chamaremos de multiplicacéao,
VXV -V
(x,y) > xy
satisfazendo as duas leis distributivas a seguir,
(ax + By)z = a(xz) + B(yz)
x(ay + Bz) = alxy) + B(xz)
coma, f € Rex,y,z €V.Emoutras palavras, se a multiplicagao for bilinear.
Em particular, as relagdes

a(xy) = (ax)y = x(ay)
sao sempre validas.

Se vale a lei associativa x(yz) = (xy)z, com x, z, y € V, entdo a &lgebra é chamada
associativa. Se vale a lei comutativa xy = yx, com x, y € V, entdo a algebra é dita comutativa. Em
geral, as R-algebras nao sdo comutativas e nem associativas.

Um elemento 1 € V' é chamado de elemento identidade (ou elemento unidade) se 1x = x1 =
x,Vx € V. Quando V possui um elemento identidade, ela € chamada algebra com identidade. Se a
unidade 1 = 0, entdox = 1x = Ox = O paratodox € V,isto é,V = 0.

Para distinguir algebras definidas a partir do espacgo vetorial I/, o simbolo da multiplicagéo é
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muitas vezes indicado de modo explicito como parte da notagéo, de modo que escrevemos
A = (V,).

A dimens&o da algebra A sobre R ,denotada por dim A, é a dimenséo do espago vetorial V

sobre R ,isto é, dim A = dim V.

Assim, uma algebra A n-dimensional sobre IR consiste em todas as combinagdes lineares

n
5
i=1

de n elementos bésicos &1, **+ , &, com coeficientes a; em R.

Definigdo 1.2: Uma algebra A # 0 sobre R é dita uma algebra de diviséo, se, para quaisquer a, b €

V,com a # 0, as duas equagbes:

ya=b

tém solugbes Unicas em A. No caso em que a algebra A é associativa, a condi¢do para ser algebra

de diviséo é que todo a # 0 tem inverso (Unico).
Exibiremos, a seguir, alguns exemplos de algebras de divisao.

1. O corpo dos nimeros reais € uma R-algebra de dimenséo 1, com elemento identidade
e sem divisores de zero. Essa algebra é comutativa, associativa e com divisao.

2. O corpo C dos nlimeros complexos é uma élgebra real. A dimensao dessa algebra, isto
é, a dimensao de C como espago vetorial sobre R, é igual a 2. Temos que B = (1,1i), onde
i? = —1, é uma base de C sobre R. Dado z € C, existem a, b € R tais que z = a + bi.
Chamamos a de parte real e b de parte imaginariadez.Se z =a + biew = ¢ + di séo
nimeros complexos, entdo z+w = (a+c)+ (b +d)i e zw = (ac — bd) + (bc —
ad)i. Essa multiplicacdo é comutativa e associativa, o que torna € uma &lgebra que é

comutativa e associativa. O nimero complexo Z = a — bi é chamado conjugado de z. O

ndmero real ndo negativo |z| = VzZ = Va? + b2 é chamado de médulo de z . Além disso,
z = 0 se e somente se |z| = 0. Se |z| # 0, entdo — satisfaz zw = wz = 1. Assim, C é

II2

uma algebra de divisao.
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3. O conjunto dos quatérnios H é composto por nimeros da forma a; + a,i + azj +
ask, com a; € R, com | € {1, 2, 3, 4}, a regra de adicéo é dada por (a; + a,i + asj +
ask) + (by + byi + bsj + byk) = (a; + by) + (a, + by)i + (az + b3)j + (a, +

b,)k. Para determinar a regra da multiplicagdo é suficiente atribuir valores aos produtos dos

ndmeros i, j, k dados por:
i2=j2=k2=ijk=—1
ij=k ji=-k

jk =i kj = —i

Figura 1

Fonte: Dados da pesquisa / Proprios autores (2023)

A algebra dos quatérnios H é uma algebra sobre os reais de dimensao quatro nao comutativa,

associativa e de diviséo.
1.3 Outra maneira de construcao dos quatérnios H
Usando o fato de que ij = k, podemos escrever para qualquer quatérnio
q=ag+aqi+a,j+azk
na forma
q = (ag + a;i) + (ay + azi)j
ou

q=21+23)
RECIMAZ21 - Ciéncias Exatas e da Terra, Sociais, da Saude, Humanas e Engenharia/Tecnologia



v.4, n.6, 2023

A A RECIMA21 - REVISTA CIENTIFICA MULTIDISCIPLINAR
RECIMA2 ISSN 2675-6218
A ALGEBRA DOS OCTONIOS
Lia Nojosa Sena, lago de Andrade Dantas, Rubens Cainan Saboia Monteiro

comzy =ag+ a4l e z; = a, + asl.

Com essa nova forma de escrever os quatérnios, consideremos a sua multiplicagdo. Tome o

quatérnio r dado por
T =w;+ wyj.
E considere o produto:
qr = (21 + z5))(wy + wyj)
= zywy + zy(Wpj) + (Z2))wy + (22))wyj
= ZWq + ZyWyJ + Zojwy + Zyjw, ). (1.1.1)
Os parénteses podem ser retirados pois a algebra dos quatérnios é associativa. Como ij =
—ji, temos (ag + a,i)j = agj + a,ij = agj — aqji = jlay — ayi), isto é,
z,j = jzi.
Temos que dois elementos z e w da forma a + bi comutam,
ZW = wWz.

Com estas propriedades em mente, reescrevemos o segundo termo do lado direito de (1.1.1)
como zZ{W,j = W,Z4j, 0 terceiro termo sendo z,jw; = Z,W4J, € 0 quarto, Z,jW,j = Z,W,jj =

Z,W,j % = —z,W,. Segue que
qr = zywy + Wpzij + 2,Wyj — Z,w,
= (z1w1 — W23) + (Waz1 + Z,Wy)j. (1.1.2)

Um ponto importante sobre a representacéo dos quatérnios na forma q = z; + z,J, isto é,

quando i2 = —1, é que todos os quatérnios da forma a + bi podem ser vistos como nimeros

complexos. Esse fato e a férmula (1.1.2) justificam a definicdo que segue.

Definimos os quatérnios como expressoes da forma z; + z,j quando z; e z, sdo nimeros
complexos e j € um simbolo, que sao multiplicados conforme (1.1.2).
2 RESULTADOS

Nesta se¢éo apresentaremos o processo de duplicagdo de Cayley-Dickson e as propriedades

da algebra dos octonios.

2.1 Processo de duplicacao

Seja U uma algebra com elementos da forma
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u=ay+aqiq+ azi;+- +a,i,,
com alguma regra de multiplicagéo definida. Seja o elemento

u=ay—aqi; —azi, — - — ayi,
0 conjugado de u .

Agora definimos UD au duplicada, uma &lgebra com dimens&o 2n, cujos elementos sao

expressdes da forma
u; + uye. (2.1.1)

com U4 e U, elementos arbitrarios em U e e um novo simbolo.

Os elementos de U@ sao adicionados de acordo com a regra

(ug + uze) + (v + vye) = (uy +vq) + (uy + vy)e
e a multiplicagao é dada por
(uy + uze)(vy + vze) = (ugvy — vup) + (Vouy + upvye, (2.1.2)

onde a barra denota conjugagao em U.

A forma usual de um elemento em U® &

ag + aqiy + -+ aply + Anyalner o+ Qenralonta (2.1.3)

Sendo os pares de elementos u4 e U, em U dados por u; = ay + aqi; + -+ azipeu, =

Ap+1lne1 T o+ Aant1line1 € assim os elementos de (2.1.1) podem ser considerados como uma
forma de escrever simplificada de (2.1.3). Além disso, a definicdo da multiplicagdo em (2.1.2) € mais

curta e mais clara do que uma definicdo em termos de uma tabela de multiplicagao. Claro que a férmula

(2.1.2) pode ser usada para obtermos a tabela da multiplicagio para as “unidades imaginarias” iy, i,

, Ion + 1- Nao vamos produzir essa tabela em geral, mas iremos detalha-la a seguir para os octonios.

Agora que definimos o processo de duplicacao, é facil ver que no comeco dessa sessao nés
obtivemos os quatérnios a partir da duplicagdo dos nimeros complexos. Em seguida definiremos os
octdnios a partir da duplicagéo dos quatérnios. Todas as propriedades nos octdnios fluirdo naturalmente

dessa definigéo.
2.2 A tabela de multiplicacao dos octénios
Por definicdo, os octonios sdo nimeros da forma

q1 + qze,
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quando q4 e g, sédo quatérnios arbitrarios. Seja o octénio r{ + 1, e. A multiplicacéo sera dada por
(q1 + qz28)(ry + 12e) = (@171 — T2q2) + (r2q1 + q2T1)e. (2.2.1)
Consideremos a conexao entre a definicdo dos octénios e sua representacao na forma
Ao + aqiy + ayiy + aziz + ayiy + asis + aglg + asi;. (2.2.2)

Mais precisamente, construiremos a tabela da multiplicacdo para as “unidades imaginarias”
[1,05, 7.

Os quatérnios g4 e g, que correspondem a representagéo (2.2.2) sao

q1 = ag + aqi + ayj + azk
e
q; = a4 + asi + agj + ask.
Para uma maior uniformidade, reescreveremos a representacéo (2.2.2) como

a+bi+cj+dk+ AE + Bl + C] + DK,

onde a, b, ¢, d, A, B, C, D estéo no lugar de a,, a;, *** , @; como sendo novos simbolos para

unidades imaginarias i, i, ** ,i7.
Agora, os quatérnios q; e g, sao escritos como
g1 =a+bi+cj+dk
e
q; =A+ Bl +C] + DK.

Comegando com (2.2.1) podemos, como observado anteriormente, construir a tabela da
multiplicagdo para as unidades i, j, k, E, I, J, K. Por exemplo, se em (2.2.1) colocarmos que q, =
1, = 0, entéo

(q1 + 0e) + (r; + 0e) = q,7; + Oe.
Assim, os octbnios q; e 17 sdo multiplicados igualmente aos quatérnios. Segue que a tabela

da multiplicagdo para as unidades i, j, k € a mesma para os quatérnios:
i2=j2=k2:ijk=—1
ij=k ji=—-k

jk =i kj = —
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ki=j ik = —j.

Logo, temos 9 produtos dos 49 produtos (sdo 7 x 7 = 49 produtos das 7 unidades). Em vez de

uma tabela com os 40 produtos restantes, daremos um esquema para recordar toda a tabela. Primeiro,

a colegéo de 7 triplas:

ik

1 T = i E 1

I —J K 7 B J

—t I K k E K
Figura 2

Fonte: Dados da pesquisa / Proprios autores (2023)

Figura 3

Fonte: Dados da pesquisa / Proprios autores (2023)

Para lembrar deles, note que as triplas do quadro & esquerda sao obtidas a partir da tripla

i, J, k colocando um sinal de menos na frente dos simbolos da tripla i, j, k e os outros dois sendo

I e]. Japarao quadro a direita, centralizamos o simbolo E e os outros dois simbolos sdo os mesmos,

exceto para os tipos. Para a multiplicagéo entdo, sejam &, [, ¥ denotando para qualquer das 7 triplas.
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Coloque

@? ==y =apy = -

ya =p ay =-p
isto é, @, B, Y s@o multiplicados igualmente aos quatérnios i, j, k.
A Figura 1 mostra uma boa ilustragcdo para a regra. Ela mostra um triangulo com vértices

I, ], K cujas medianas encontram os lados i, j, k e intersectam E. Existem trés “unidades”

imaginarias” em cada linha. As unidades i, j, kK também estdo sobre uma linha (representada pelo
circulo). Ao todo, existem 7 linhas e trés unidades em cada linha. Desconsiderando o sinal, o produto

de duas unidades é a unidade “colinear” com elas.

Para obter um esquema de multiplicagdo correto para as unidades i, j, k, E, I, J, K basta
colocar (nesta figura) i, j, k em qualquer linha, marcar em algum dos pontos restantes o E e colocar
I, ], K nas linhas iE, jE, kE, respectivamente. Agora, para colocarmos os sinais corretamente nos

produtos, substituamos nas coordenadas i, j, k da linha do circulo para cada linha dos quadros e

facamos a multiplicacao seguindo a regra dos quatérnios. Por exemplo,

k ( ) i i | ( } i
j E
| Q i kQ I
=
] J
Figura 4
Fonte: Dados da pesquisa / Proprios autores (2023)
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Portanto, a tabela da multiplicacao é dada por:

1 i j k E I Ji K
1 1 i J) k E 1 Ji K
1 i -1 k —J I —FE —-K Ji
J J —k -1 i Ji K —E —1I
K k ] —i -1 K -] i —F
E E —1I -/ —K -1 I J K
1 I E —K Ji —i -1 -k ]
Ji Ji K E —1 —J K -1 —i
K K -/ I E —k —J i -1

Tabela 1

Fonte: Dados da pesquisa / Proprios autores (2023)

2.3 Construcao dos octonios e seu valor absoluto

Seja

=a+bi+c¢+dk+ AE + Bl + C] + DK (23.1)

um octdnio qualquer. Sua conjugagao é dada por

u=a-—>bi—cj—dk—AE — Bl — C] — DK.

Se em (2.3.1) usarmos a representagao curta

onde

u=q; +qze,

g1 =a+bi+cj+dk
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Dk,

entdo a conjugacao é dada por
u=q,— qe.

Agora calculemos o produto de um octénio U por seu conjugado U. Acontece que, cOmo no
caso dos numeros quatérnios e complexos, este produto € um nimero real (isto €, um octénio da forma

a+ 0i + 0j + 0k + OF + 01 + 0/ + 0K). De fato,
uu = (q;, + q22)(q; — qz€)

= (191 + 9292) + (—q2q1 + 92q1)e

uu = (ﬁ - QZe)(Ch + ‘he)
= (q191 + 9292) + (@291 — 92 q1)e.

Tendo em mente que, para os quatérnios, qq = qq = |q|2, vemos que

UU = q1q1 + G292 = |q11* + 921> = @1q1 + 9292 = uu. (2.3.2)

A raiz quadrada de |q;|? + |g,|? é dita ser o valor absoluto da norma do octnio u e denotado

por |u|. Note que se u é dado da forma (2.3.1), entdo o quadrado do valor absoluto é
a’+b%*+c?>+d*+ E*+ B>+ C? + D2
Em vista da definicao de valor absoluto temos uu = uu = |u|?.

2.4 O valor absoluto do produto de octonios

A propriedade que o valor absoluto do produto de dois nimeros € igual ao produto de seus
valores absolutos continua valida para os octonios:

luv| = |ullv|, (2.4.1)
ondeu,v € Oeu=¢qq +qeev =r +ne.
Ou equivalentemente,
luv|? = |ul? + |v|?. (2.4.2)
Provaremos (2.4.2). Usando a féormula (2.3.2) no produto

w = (q; + q2e)(r; +rze)
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= (q111 — 12 q2) + (g1 + q2 17 e,

obtemos:
luv|? = (uv) (uv)
= (q111 — 1292) (Q17"1 - qu) + (7”2611 +q> ﬁ) (r,q1 + q217)
=(qn —72q)i 1 — o) + (@172 — 11 q2) (g0 + g2 17)
=qInn QL TRt GG QT G T, — QLT QT —
T2q271 G Y Q1727241 + 711Gz Q17 (2.4.3)

Por outro lado, obtemos:
[ul?lv]? = (uw)(vv)
= (@191 + 92q2) (71 + 1272)
= q1q11111 + q1q17212 + @221 + G217y (2.4.4)

Se compararmos (2.4.3) e (2.4.4) veremos que essas expressdes diferem por uma soma S de

quatro termos:
S =1q1Mq2 + Q211 G112 — G171 G2 — T2 42 11 G-
Agora vamos mostrar que S = 0 para quaisquer quatérnios g, qz, 11, T2. Se 1, é real, entdo
S = 0. Se r;, for um imaginario puro, entdo 1, = —7;. Logo:
S =1r(q1m1qz + 4211 q1) — (111 Gz + @271 G775,

As expressdes em parénteses sdo as somas de dois quatérnios conjugados. Logo, as

expressdes em parénteses sdo iguais a algum ndmero real, digamos que esse numero seja €. Assim,
S=ryc—cr,=0.

Uma propriedade de S é: se S anula parar, = a e r, = b, entdo também anula para 1, =
a + b. Como todo quatérnio é a soma de um niimero real com um quatérnio imaginario puro e, para

cada um desses, S = 0, segue que sempre teremos S = 0.

2.5 A Ildentidade de oito quadrados

A identidade

luv|? = |ul?|v|?, (2.5.1)
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estabelecida na subsec¢éo anterior nos ajuda no problema “soma de quadrados”. Agora trabalharemos

com o seguinte problema: “o produto da soma de oito quadrados é uma soma de oito quadrados”.

De fato, se
u=a+bi+cj+dk+ AE + Bl + C] + DK,

v=a+bi+cj+dk+AE+BI+C]J+DK,

uv=(D0+(Pll+(b2]+¢3k+q§4E+¢51+¢6]+(P7K
entdo a identidade (2.5.1) toma a forma
@+ - +D*)(@?*+ - +D"?) =Pf + Pf + P; + D5 + P + PE + D¢ + P2

Devemos fazer uso da multiplicagdo dos octonios para expressar @), @;, -, @, emtermos

dea, -, D, a', -+, D'. Essa tarefa fornece a identidade:
(a?+b?>+c?+d*+ A*+ B>+ C* + D?)
x ((@)?+ () +(c)? +(d)?*+ (A)* + (B')? +(C)?* +(D)*) =
= (aa' = bb' —cc' —dd' — AA' —BB' — CC' — DD")?
+(ab' + ba' +cd' —dc' —A'B+ B'A+C'D — D'C)?
+(ac’ +ca' —bd' +db' —A'C+C'A—B'D + D'B)?
+(ad' +da’ +bc' —cb' —A'D +D'A+ B'C — C'B)?
+(A'a—B'b—C'c—D'd+ Aa’ + Bb' + Cc' + Dd’)?
+(A'b+B'a+C'd—D'c —Ab' + Ba' — Cd' + Dc')?
+(A'c+C'a—B'd+D'b—Ac' + Ca' + Bd' — Db')?
+(A'd+D'a+B'c—C'b—Ad +Da’ — Bc' +Cb')>.

Um fato interessante, que na busca por uma identidade de oito quadrados levou o matematico
Cayley a descoberta dos octénios.

2.6 A nao-associatividade da multiplicacao dos octénios e a propriedade alternativa

Os octbnios compartilham muitas propriedades, mas nao todas, com o0s niumeros complexos e
quatérnios. Assim, enquanto a multiplicacdo dos complexos e quatérnios é associativa, a multiplicacao
dos octdnios ndo é. Por exemplo,

(ij)E # i(jE).
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Para justificar isso, observe que
((j))E=kKE =K
e
iJE)=i] =—-K

Obviamente, a ndo-associatividade da multiplicagdo dos octénios nao significa que para todos

u,v,w € Qtemos (uv)w # u(vw). Mostraremos que as igualdades abaixo sdo vélidas para

quaisquer dois octdnios u, v:

(uv)v = u(vw), (2.6.1)

v(vu) = (vv)u. (2.6.2)

Dizemos que (2.6.1) e (2.6.2) sao uma forma “fraca” de associatividade. Quando isso acontece

dizemos que a élgebra é alternativa.
Note que para provar (2.6.1) e (2.6.2) é suficiente verificarmos as seguintes igualdades:

(uv)v = u(vv) (2.6.3)
v(vu) = (Wv)u (2.6.4)

Ora, se no lugar de v colocarmos — v + 2a nas equagdes acima, onde a é a parte real do

octénio v, obteremos (2.6.3) e (2.6.4). De fato, fazendo v = —v + 2a, temos:

(uv)v = (uww)(—v + 2a)

= —(uv)v + 2a(uv) (2.6.5)

u(vv) = u(v(—v + Za))
= u(—(vv) + 2av)

= —u(vv) + 2a(uv) (2.6.6)

v(vu) = (—v + 2a) (vu)
= —v(vw) +2a(vw)  (267)
(vv)u = ((—v + 2a)v))u
= (—(vv) + 2av)u
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= —(vv)u + 2a(vu). (2.6.8)

Supondo (2.6.3) vélida, podemos igualar (2.6.5) e (2.6.6):
—(uv)v + 2a(uv) = —u(vv) + 2a(uv)
—(uwv)v + 2a(uv) + u(vv) — 2a(uv) =0
—(uwv)v+ 2a-2a)(uv) +u(vv) =0
(uv)v = ulvw).
Supondo (2.6.4) véalida, podemos igualar (2.6.7) e (2.6.8):
—v(vu) + 2a(vu) = —(vv)u + 2a(vu)
—v(vu) + 2a(vu) + (vv)u-2a(vu) =0
—v(vu) + 2a-2a)(vu) + (wv)u =0
(vv)u = v(vu).
Agora, provaremos (2.6.1) e (2.6.2).
Sejamu = u; + uy,e e v = vy + vye, onde Uy, Uy, V4, v, € H, entdo
(u)v = ((u1 + uze)(vy + Vze))(v_1 —vze)
= ((u1171 -V up) + (Vouy + uzv_l)e)(v_l — vze)

= ((u1v1 — Vuy) (1) — (=) (vouy + u, 17_1))
+ ((—vz)(u1v1 — Vyuy) + (vauy + uy vy) (U:1)) e

= W l* = P u v1 + |valPuy + v u, V)
+(—vuy vy + V2|2 Uy + vug vy + up|vg]? e
= (I 1? + [v2Puy + (0112 + [v2]P)uze
= ([ |*> + [v21) (uy +uze)
= |v|%u.
Observe que vV = |v|?, logo,
u(vv) = ulv|? = |v|?u,

0 que implica em (2.6.1).
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v(vu) = (v; — 1723)((171 + vye)(uy + uze))

= (v, — vze)((vﬂh — Uy vp) + (Upvy + v, u_1)e)
= (@ - T v) - (v +0,5) (-v2)

+ <(u2v1 + v, u; )(0p) + (—vy) (m)) ¢

= (|v1|2u1 — VU, — (V1 Uy + ulv_z)(—vz))
+ (uz|v1 12 + 0200, 77 + (—v) (W V1 — Tz up) e
= (Jv1]Puy — V1 Ugv, + V1 Uz, + i |1,]?)
+ (Uz|v1 | + vou; U1 — vy U1+ vpPuy)e
= (lv1? + [v2[Duy + (v1]* + [v2]Puze
= (lv1* + |v21*) (ug + uze)
= |v|*u
Como 7 v = |v|?, logo
@ u = |v|*y,

0 que implica em (2.6.2).

2.7 Divisao de octonios

Sejam u, v dois octdnios e v F 0. Temos que o quociente a direita de u por ¥ é a solugdo da
equacao:

ux = u, (2.7.1)
€ 0 quociente a esquerda de U por v é a solugdo da equagao

XV = U. (2.7.2)

Resolveremos (2.7.1). Como no caso dos quatérnios, multiplicamos a esquerda ambos os lados
de (2.7.1) por v. Logo,

vx = u = v(vx) = vu.
Agora, usamos o fato da algebra dos octonios ser alternativa, ou seja,

vx =u=v(vx) =vu
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= (vv)x = vu

= |v|?x = vu.

Portanto,

_bu
[v|?”
Substituindo x e usando (2.6.4), verifica-se que é solugao de (2.7.1).

De fato, temos

v(vu)

VX = ——5—
|vl?

_()u
[v]|2

_ vlPu
lv|2

=u.
Suponha que x’ seja outra solugdo de (2.6.4). Portanto,
vx = vx' =2 v(vx) =v(vx')
= (vv)x = (vv)x’
>x=x.
Em outras palavras, o quociente a direita de u por v é

vu
x = —
E

Similarmente resolveremos (2.7.2). Como no caso dos quatérnios, multiplicamos a direita
ambos os lados de (2.7.2) por V. Logo,

xv =u= (xv)v = uv.
Usaremos o fato da algebra dos octénios ser alternativa, ou seja,
) v=u= (xv)v =uv
= x(vv) = uv

= x|v|? = uv.
Portanto,
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_uv

[v|?

Substituindo x e usando (2.6.3), verificaremos que € solugéo de (2.7.2).
De fato, temos

(uv)v
[v|?

_u(@v)
TR

XU =

_ulyl?
BTE

= u.
Podemos supor que x” é outra solugdo de (2.7.2). Portanto,

xv=x"v=kxv)v =&"v)v

= x(vv) = x"(vv)

=>x=x".
Assim, quociente a esquerda de (2.7.2) é
T
E7

Portanto, os octénios @ s&o uma algebra de divisio.
3 CONSIDERACOES

Ao longo do desenvolvimento desse artigo foi possivel compreender a construcdo da algebra
dos octonios utilizando o processo de duplicagao de Cayley-Dickson. No decorrer do trabalho também
construimos a tabela de multiplicacdo dos octénios e estudamos o valor absoluto, o que nos
proporcionou verificar que € vdlida a identidade de oito quadrados. Além disso, verificamos que essa
algebra ndo é associativa, mas conseguimos uma nova propriedade que é uma forma “fraca” de
associatividade, chamada de propriedade alternativa. Por fim, provamos que a algebra dos octénios é
uma algebra de divisao.
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