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RESUMO
O presente artigo destina-se ao estudo de ferramentas da Topologia Algébrica: homologia e

cohomologia no corpo [F, = {0,1}. Para tanto, apresentaremos conceitos fundamentais para o
entendimento desta construgao: categoria, funtores, espacos topolégicos e espaco projetivo real.

PALAVRAS-CHAVE: Topologia Algébrica. Homologia. Cohomologia.

ABSTRACT

This article aims to study Algebraic Topology tools: homology and cohomology in the field [F, = {0,1}.
Therefore, we will present fundamental concepts for the understanding of this construction: category,
functors, topological spaces and real projective space.
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RESUMEN
Este articulo tiene como objetivo estudiar herramientas de Topologia Algebraica: homologia y

cohomologia en el cuerpo F, = {0,1}. Por tanto, presentaremos conceptos fundamentales para la
comprension de esta construccion: categoria, funtores, espacios topoldgicos y espacio proyectivo.

PALABRAS CLAVE: Topologia Algebraica. Homologia. Cohomologia.

INTRODUCAO

O presente artigo destina-se ao estudo de ferramentas da Topologia Algébrica: homologia e
cohomologia no corpo F, = {0,1}.

O grupo fundamental 71, (X) é especialmente (til ao estudar espagos de dimens&o baixa, ja
que sua definicdo envolve apenas aplicagdes de espacos de dimenséo baixa em X, ou seja, loops I =

X e homotopias de loops, as aplicacdes I X I — X. Em vista da natureza de baixa dimens&o do grupo
fundamental, ndo devemos esperar que seja uma ferramenta muito refinada para lidar com espacos de

dimensdo mais alta. Assim, esta ferramenta ndo consegue distinguir entre esferas S™ comn > 2. Esta
limitagdo pode ser removida considerando, naturalmente, os espagos de maior dimenséao 7, (X),

analogos a 11 (X), os quais definimos em termos de aplicagdes em cubos n-dimensionais I™ em X e
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homotopias I"™ X I — X. Nesse caso, os grupos de homotopia de fato distinguem esferas de todas as
dimensdes pois 1;(S™) = 0sei <nouZsei = n.

Entretanto, os grupos de homotopia de dimensdo mais alta sdo extremamente dificeis de
computar. Mesmo para espagos simples como as esferas, o calculo de 7t; (S™) parai > n é um grande
problema. Felizmente existe uma ferramenta mais computavel do que os grupos de homotopia: os
grupos de homologia Hn(X). Para esferas, os grupos de homologia H; (8™) s&o isomorfos aos grupos
de homotopia ni(S"), com 1 <i <n, mas os grupos de homologia tém a vantagem de que
H;(S™) = O parai > n.

Cohomologia é uma variante algébrica da homologia, o resultado de uma simples dualizagéo
na definicdo. N&o surpreendentemente, os grupos de cohomologia H™(X) satisfazem axiomas muito

semelhantes aos axiomas de homologia, exceto que os homomorfimos induzidos vdo em direcéo
oposta na dualizagéo. A distincéo béasica entre homologia e cohomologia €, portanto, que grupos de
cohomologia sdo funtores contraviantes, enquanto os grupos de homologia sdo covariantes. Em termos
de informacéo intrinseca, no entanto, ndo existe uma grande diferenca entre grupos de homologia e
grupos de cohomologia. Os grupos de homologia de um espaco determinam seus grupos de
cohomologia, e o inverso é vélido exceto quando os grupos de homologia s&o finitamente gerados.

O que é surpreendente € que a contraviancia nos leva a uma estrutura extra na cohomologia.
Primeiramente temos um produto natural, chamado “cup product’, o que torna os grupos de

cohomologia de um espago um anel.

1 FUNDAMENTAGAO TEORICA

As subsecbes dessa secdo apresentam conceitos fundamentais para o entendimento da

construcao das técnicas de homologia e conomologia com coeficientes em [F, = {0,1}.
1.1 Categorias e funtores

Na Matematica existem varios tipos de objetos: conjuntos, mondides, anéis etc. Para cada tipo
de objeto podemos definir tipos especiais de aplicacdes entre eles (homomorfismos, isomorfismos,

homeomorfismos etc.). Temos que certas propriedades sdo comuns a todos eles, tais como a existéncia
de aplicagdes identidade id,: A — A e a associatividade destas aplicagdes. Podemos assim introduzir
a nogdo de categoria:

Definicdo 1.1.1. Uma categoria consiste em uma colec&o de objetos Ob (conjuntos, monoides,
grupos); e para dois objetos 4, B € Ob, um conjunto hom (A, B) chamado o conjunto de morfismos
de A e B (um elemento f € hom(A, B) é denotado por f: A — B); e para trés objetos A4, B, C € Ob
uma lei de composicao:

hom(B, C) x hom(4,B) » hom(4,C)
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(para morfismos f: A —» B, g: B = C, esta fungéo é escritacomo (g, f) » g ° feg ° fiA—>

C é chamada de composicédo de f e g) que satisfaz os seguintes axiomas:

1. Dois conjuntos hom (A, B) e hom(A’, B’) séo disjuntos amenos que A = A'e B =
B’, no caso em que eles s#o iguais;

2. Para cada objeto A de D existe um morfismo id, € hom(4,A) que atua como
identidade & direita e & esquerda para os elementos de hom(4,B) e hom(B,A)
respectivamente, para todos os objetos B € Ob(D). Isto &, existe 0 morfismo id,: A — A tal
que, paracada f:A > Beg:B - Atemos f ° idy = feidy - g=g;

3. A lei da composicdo é associativa (quando definida), isto é, dadas f € hom(4, B),

g € hom(B,C) e h € hom(C, D), entdo vale
(heg)ef=h-(g-f)
para todos os objetos A, B,C,D € D.

Exemplo 1.1.2. Seja Grp uma categoria de grupos, isto €, uma categoria cujos objetos séo
grupos e os morfismos sdo homomorfismos de grupos. Temos que os trés axiomas sdo satisfeitos. De

fato, temos que:

1. Dados os conjuntos hom(A,B) e hom(A’,B’) vale que hom(4,B) N
hom(A’,B)) =@ouAd=A"eB =B

2. Para cada objeto (grupo) A € Grp existe um morfismo (homomorfismo) id, €
hom(A,A) tal que f °idy=f e idy > g=g, onde f € hom(4,B) e g€
hom(B, A);

3. Temos que, dados f € hom(A4,B), g € hom(B,C) e h € hom(C,D), vale
(heg)ef=h-(g-f)

j& que homomorfismo de grupo é associativo.

Também podemos considerar a categoria dos conjuntos Sets, cujos objetos sdo conjuntos e 0s

morfismos sao funcdes e cuja lei de composicdo de morfismos nada mais é que a composicdo usual
de fungées. E temos a categoria dos grupos abelianos Ab, cujos objetos s&o os grupos abelianos e os

morfismos os homomorfismos de grupos, e a lei da composicdo é a usual. Similarmente, temos a
categoria dos mondides, anéis, médulos etc. Temos ainda a categoria Top cujos objetos sdo todos os

espacos topolégicos e os morfismos séo as fungbes continuas.
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Definigdo 1.1.3. Sejam D, € categorias. Um funtor covariante F de © em £ é umaregra que,
para cada objeto A em D, associa um objeto F(A) em &, e para cada morfismo f: A = B associa
um morfismo F(f): F(A) —» F(B) tal que:

1. Paratodo A em D temos (idy) = idp(a);

2. Se f:A - B e g: B — C s&o dois morfismos em D , entdo

F(g ° f)=F(g) » F(f).

Definimos a nogéo de funtor contravariante F' para ®© em £ usando essencialmente a mesma
definicdo para funtores covariantes, mas temos uma inversdo de setas F(f), isto é, para cada

morfismo f: A = B o funtor contravariante associa um morfismo

F(f):F(B) - F(A4)
(indo na direg&o oposta) tal que, se f: A = B e g: B = C sdo morfismos em D, ent&o
F(g - f)=F(f) * F(g).
As vezes um funtor é denotado por f, em vez de F(f), no caso de funtores covariantes, e

escrito f* para o caso de funtores contravariantes.

Exemplo 1.1.4. I5: D — © é um funtor covariante identidade que leva cada objeto e cada
morfismo de categorias nele mesmo.

Exemplo 1.1.5. Se para cada grupo G associarmos um conjunto (retiramos a estrutura de
grupo), entédo obtemos um funtor incluséo da categoria de grupos Grp para a categoria de conjuntos

Set desde que

F:Grp © Set.

Este funtor também é chamado funtor esquecimento (uma vez que basta “esquecer” as

estruturas de grupo tanto para o objeto quanto para 0 morfismo)
Exemplo 1.1.6. Com as informacdes do Exemplo 1.1.5., a aplicacéo

G:Set » Grp

é um funtor contravariante.

1. 2 Espagos topolégicos

A definicdo de espaco topoldgico que hoje conhecemos demorou a ser formulada. Varios
matematicos - Fréchet, Hausdorff e outros - propuseram diferentes definicdes ao longo do século XX,

mas demorou até os matematicos decidirem por uma definicdo apropriada. Eles desejavam, é claro,
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uma definicdo o mais geral possivel, a qual incluisse muitos casos especiais que sdo Uteis na
Matemética - espacos euclidianos e fungBes entre esses espacos - porém também queriam que a
definicdo possibilitasse que os teoremas padrbes desses espacgos valessem em espacos topologicos

em geral.

Definicdo 1.2.1. Seja X um conjunto ndo vazio. Chamaremos de topologia uma familia T de

subconjuntos de X que satisfaca as seguintes propriedades:

1. @ e X pertencema T;

2. A unido arbitraria de membros de T pertence a T, ou seja, Ugeyq Uy, onde Uy, € T,
Va € 4;

3. A intersecdo finita de membros de T pertencem a 7, isto é, N;¢c; U;,onde U; € T

e |I| < oo (I possui uma quantidade finita de elementos).

Os elementos de T sdo chamados de abertos. O par (X, T) é chamado de espaco

topoldgico.
Exemplo 1.2.2. Seja X um conjunto e T = @, X. Afirmac&o: T é uma topologia.

De fato, temos que:

1. @, X € 1, por definicio do conjunto T;
2. Ugea Uy € T, pois@ € Te X € 1, por definigdo do conjunto T;
3. N;e;U; ET,pois® €T eX E T, por definigéio do conjunto T.

T é chamada de topologia trivial.

Exemplo 1.2.3. Seja X um conjunto e T sendo a familia de todos os subconjuntos de X.

Afirmacao: T € uma topologia.

De fato, temos que:

1. @,X € 1, ja que T possui todos os subconjuntos de X.
2. Ugea U, ET,0onde U, € 7, Va € 4;
3. N;ec; U; € T,comU; € T para |l| < .

Temos que T é chamada de topologia discreta.

Exemplo 1.2.4. Na reta R, defina T como sendo a topologia dada pelos abertos @ e os

subconjuntos de R com complemento finito. Afirmag&o: T é uma topologia.

De fato, temos que:
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1. @ € T, por definicdo, e X € T, pois X¢ = @ e vazio é finito;

2. Seja U, €1, Va € A, isto é, (Uy)¢ é finito, Va € A. Logo, (Uye4 Uy)E =
Ngea (Uy)€ € T, pois a intersegdo arbitraria de conjuntos finitos € um conjunto finito;

3. Seja U; €1, Vi €I, onde |I| < o, ou seja, (U;)€ é finito, Vi € I. Assim,

(Nje; U = Uje; (U))€ € 1, pois a unido finita de conjuntos finitos & finita.

T é chamada topologia do complementar finito.
Definicdo 1.2.5. Seja X um conjunto. Uma base para a topologia em X é uma colecdo B de

subconjuntos de X (chamados de elementos base) tal que:

1. Para cada x € X, existe pelo menos um elemento base B que contém X;
2 Se x pertence a intersecéo de dois elementos bases B; e B,, entdo existe um

elemento base B3 que contém x tal que B; € B; N B,.

Definigdo 1.2.6. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Uma fungéo f: X — Y é dita continua se,

para cada conjunto aberto V de Y, o conjunto f (V) é um subconjunto aberto de X.

Temos que f~1(V) é o conjunto de todos os pontos x € X tais que f(x) € V. O conjunto

f~Y(V) é vazio se V nao intersecta o conjunto f(X).

A propriedade da continuidade ndo depende somente da fungéo f, mas também das topologias
especificas de seu dominio e contradominio. Se quisermos enfatizar esse fato, podemos dizer que f é

continua em relacdo a topologias especificasem X eem Y.

Observemos que, se a topologia do dominio Y é dada por uma base B, entdo, para provar a
continuidade de f, basta mostrar que a imagem inversa de cada elemento base é aberto. O conjunto
aberto arbitrario V de Y pode ser escrito como uma unido de elementos de base:

V =Ugse; B
Entéo
f1V) =Uge; f~ (B,
de modo tal que f~1(V) é aberto se cada conjunto f~ 1(B,) for aberto.
Observe que, dadas g: Z — Y e f: Y — X funcdes continuas em f(a) e a, respectivamente,

entdo g ° f é continuaem a.

Exemplo 1.2.7. Seja R com a topologia discreta e f: R = R uma fung&o real de uma variavel.

Afirmagéo: f é continua.
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De fato, dado x, E R e € > 0, o intervalo V = (f(xy) — &, f(xo) + €) € um conjunto
aberto no contradominio IR. Portanto, f_l(V) € um conjunto aberto no dominio R pois contém o ponto
X, que por sua vez esta contido em algum elemento base (a, b). Em Analise, definimos a continuidade
de f usando uma definigdo com &, §. Entretanto, estas definigdes sdo equivalentes. Podemos escolher

& como o menor dos dois nimeros x,—a e b — x;. Logo, se |x — x| < &, o ponto x pertence a
(a,b),entdo f(x) €V e|f(x) — f(xy)] < e.

Defini¢do 1.2.8. Seja f: X — Y continua, dizemos que f é um homeomorfismo se f é bijetora

e f~1 é continua.

A condicéo de que f_1 seja continua diz que, para cada conjunto aberto U de X, a imagem
inversa de U por f~1:Y — X & um aberto em Y. Mas a imagem inversa de U por f ~! coincide com
a imagem de U por f. Entdo, outra maneira de definirmos um homeomorfismo é dizermos que a

aplicagdo f:X — Y é bijetiva quando vale que f(U) é aberto se, e somente se, U é aberto.

Esta observagdo mostra que o homeomorfismo f: X — Y nos entrega uma correspondéncia
bijetiva ndo apenas entre X e Y, mas também entre as colecGes de abertos entre X e Y. Como
resultado, qualquer propriedade de X que é inteiramente expressa em termos da topologia de X (isto
é, em termos dos conjuntos abertos de X) produz, através da correspondéncia f, a propriedade

correspondente para o espaco Y. Tal propriedade de X é chamada uma propriedade topolégica de X.
Exemplo 1.2.9. Duas bolas abertas quaisquer em R™ s&o homeomorfas.

Com efeito, dadas B(a;r) e B(b;s) duas bolas abertas em R™, consideremos o

homeomorfismo ¢: R™ — R™, dado por ¢ = T}, o Hs o T_ ;. Para cada x € R™ temos ¢(x) =
T
b+ %(x — a). Isto mostra que ¢ consiste em primeiro transladar B(a; ) de modo a pér seu centro

. . T . S
na origem. Em seguida multiplicar todos os vetores (com origem 0) por - de modo que os vetores de

comprimento menor que T passem a ter comprimento menor que s. Finalmente, transladar B(a; s) de
maneira a por seu centro no ponto b. Logo, o homeomorfismo ¢ transforma B(a;r) em B(b;s) e,
por restricdo, define um homeomorfismo entre estas bolas.

Defini¢do 1.2.10. Seja f: X = Y. f é dito homeomorfismo local se, para todo x € X, existe

U c X vizinhanca de x tal que f(U) = V é abertoem Y e fiu:U = Y € um homeomorfismo.

Uma fungéo f: X — Y pode ser continua sem ser um homeomorfismo. De fato, sejam X =
(=1,0] U[1,+] e Y = [0, + o] subespagos da reta e definamos f:X — Y por f(x) = x2.
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Temos que f é uma aplicagdo continua e bijetiva de X sobre Y. Ainversade f é afuncdo g = f"1 :
Y — X, definida por g(y) = \/;, sey=>1,eg(y) = —ﬁ se 0 <y < 1. A aplicagdo g n&o é
continua no ponto 1 € Y. Com efeito, se 0 < € < 1, qualquer intervalo de centro 1 e raio § em Y
contém pontos y < 1, os quais s&o transformados por g em pontos g(y) = —\/37, gue estdo a uma

distancia maior ou igual a 1, logo maior que &, do ponto g(l).

Definigdo 1.2.11. Um caminho num espagco topolégico X é uma aplicagdo continua f:1 — X,
onde I é o intervalo fechado [0,1]. Os pontos a = f(0) e b = f(1) s&o chamados de extremidades
do caminho f, sendo a = f(0) o ponto inicial e b = (1) é o ponto final. Diz-se também que os

pontos a e b sdo ligados pelo caminho f.

Exemplo 1.2.12. Seja E um espaco vetorial normado. Dados dois pontos a, b € E temos que

f:1 > X definida por f(t) — (1-t)a + tb é um caminho.
De fato, f é continuae f(0) = (1-0) + 0b =ae f(1) = (1-1)a+ 1b = b.

Definicdo 1.2.13. Uma cisdo de um espagco topoldgico X é uma particdo de X como unido de
abertos disjuntos A e B, i.e, X =AU BeANB = (. Una ciséo ¢ dita trivialse A = @ e B = X ou

A = X e B = (. Um espaco topoldgico é dito conexo se admite apenas a ciséo trivial. Caso contrario,

dizemos que ele é desconexo.

Exemplo 1.2.14. Todo conjunto X € R™ admite pelo menos a ciséo trivial X = X U @. Temos
que R — {0} = (—0,0) U (0, ) é uma ciséo nao trivial, logo, R — {0} é um conjunto desconexo.

Temos também que @ e x s&0 conjuntos conexos.

Definicdo 1.2.15. Um espaco topoldgico X é dito conexo por caminhos quando para quaisquer

a,b € X,coma,b # 0, existe um caminho ligando-os.

Exemplo 1.2.16. AesferaS™ 1 = x € R™; |x| = 1 € R™ é conexa por caminhos. Com efeito,
dados a, b € S™1, se a e b ndo s&o antipodas, isto é, se b # —a, entdo f: [0,1] = S™1, definida
por

(1—-ta+tb
|(1 —t)a + tb|

f(t) =

é continua (pois seu denominador nunca se anula), com f(0) = ae f(1) = b. Se, porém, a e b séo

antipodas, entdo qualquer ponto ¢ € S n-1_ {a, b} nao é o antipoda de a nem de b. Logo, existem
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caminhos f,g: 1 = S™ 1, com f(0) = a, f(1) = ¢, g(0) = ce g(1) = b. Assim, podemos definir

um novo caminho (caminho justaposto) da seguinte forma: h = f V g:1 - S™™1 tal que
fva®)=f({),se0<t< %;
(fvg)(2t-1) = g(2t-1) se% <t<l.

Tem-se entdo h(0) = ae h(1) = b.

Definigdo 1.2.17. Sejam X um espago topolégico e x € X, denotamos por C, a unido de todos
0s subconjuntos conexos de X que contém x. C, € chamado de componente conexa de x e é o maior

conexo que contém Xx.

Exemplo 1.2.18. Se X € Q, entdo a componente conexa de qualquer ponto x € X é {x}, pois
qualquer subconjunto conexo X € Q n&o pode ter mais de um ponto. De fato, se existirem a, b € X
com a < b, escolheremos um numero irracional ¢ no intervalo (a, b), poremos A = (—,{)NXe

B = (¢, +) N X e obteremos a cisdo X = A U B, que n&o é trivial poisa € Ae b € B.

1.3 VARIEDADES TOPOLOGICAS

Uma variedade topoldgica € um espago topoldgico com trés propriedades especiais que
expressam a nogcdo de ser localmente como o espaco euclidiano. Essas propriedades séo
compartilhadas com espacos euclidianos e também por objetos geométricos familiares que olhados
localmente sdo como o espaco euclidiano, como por exemplo as curvas e superficies.

Definicdo 1.3.1. Seja M um espaco topoldgico. Dizemos que M é uma variedade topoldgica de

dimenséo n se satisfaz as seguintes propriedades:

1. M é um espaco de Hausdorff: para todo par de pontos distintos p,q € M existem
subconjuntos abertos disjuntos U,V € M talquep € Ue q € V;

2. M é segundo enumeravel: existe uma base enumeravel para a topologia de M ;

3. M ¢é localmente euclidiano de dimens&o n: todo ponto de M possui uma vizinhanca

que é homeomorfa a um subconjunto de R™.

Exemplo 1.3.2. O exemplo mais basico de uma n-variedade topolégica é o espaco R™. Este

espaco é Hausdorff, pois € um espaco métrico, e segundo enumeravel, pois o conjunto de todas as

bolas abertas com centro e raio racional € uma base enumeravel.

A propriedade localmente euclidiana significa que para cada p € M temos:

i)Um conjunto aberto U € M contendo p;
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ii)Um conjunto aberto U € R™;

iii) Um homeomorfismo ¢: U — U.
Definicdo 1.3.3. Seja M uma n-variedade topoldgica. Uma mudanca de coordenadas em M é
um par (U, ¢) com U um subconjunto aberto de M e ¢p: U — U um homeomorfismo de U sobre um

subconjunto aberto U = ¢(U) c R™.

A definicdo de uma variedade topolégica implica que cada ponto p € M esta contido no

dominio de algum par de mudanga de coordenadas (U, ¢).

Exemplo 1.3.4. Seja a n-esfera S™ = {x € R"*1; ||x|| = 1} € R™"1. vamos mostrar que
S™ ¢ uma n-variedade topoldgica. Temos que esse conjunto é Hausdorff e segundo enumeréavel, ja
gue é subconjunto de R™*1, para mostrar que é localmente euclidiano, seja, para cada i = 1,

,n + 1 indexado, U;" um subconjunto de R™1 com i-ésima coordenada positiva:

"= {1, xn41) €S™5x; > 0
Similarmente, temos:
C={(xy, ~, Xpy1) €S x; <0}
Para cada i, definamos as aplicacGes qbl-i: UL-J—r — R™ dadas por ¢ii(x1, e, Xpy1) =
(x1, ***, Xj_1, Xiy1, **» Xn41). Cada (;b;—r é uma aplicagdo continua que quando restrita a S™ é

uma aplicacéo linear em R™*1, Este ¢ um homeomorfismo sobre sua imagem, a bola unitaria B™ <

R™, pois sua imagem inversa é continua e dada por:

) = (o s T )

Como todo ponto em S™ esta no dominio de alguma (2n + 2)-mudanga de coordenadas,

entdo S™ é localmente euclidiana de dimens&o n. Portanto, S™ é uma n-variedade topologica.

1.4 ESPACO PROJETIVO REAL

Definicdo 1.4.1. Seja S™ 1 = com a topologia induzida de R™. O
Espaco Projetivo Real P*~! é a variedade resultante de S™ ! quando identificados os pontos
antipodas de S™1 isto é, dados u, v € S™ 1, dizemos gue U e vV séo equivalentes (notagcdo: U ~ V)

se existe A € R n&o nulo tal que v = Au.

Como u, v € S, entdo |[u]| = ||v|| =1 e isso implica que |A| = 1. De fato, u,v €
S™ e u ~ vimplicam que existe A € R nao nulo tal que v = Au. Dai,
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[lwl| = [1ul] = [Ivl] = 1Al]lul] = 14] = 1,
onde ||v|| = ||u|| =1
Portanto, * = v ou v = —u. Quando v = —u, dizemos que U e v séo antipodas.
Proposicgdo 1.4.2. A relagao ~ é de equivaléncia.
Prova: Sejam u, v,w € S™*1. Logo:
1. u~uVueS*" 1o 3leR, 1#0,talqueu = Au.
Assim, ~ é uma relacao reflexiva.
2. u~veILeER, A #0talquev = Au
S u= %v, de onde definimos 4, = /—1 ER
© 31, €ER, A; #0talqueu = A, v
Sv~U
Portanto, ~ é uma relagéo simétrica.
3. u~vev~we Il A3 € R com A,,4; #0talquev =Auew = A3v
e w = A3(4,u)
< w = (4,43)u, onde definimos 1,43 = 1, € R
© 3 ER, 4, # 0talquew = A,u
Su~w
Assim, ~ € uma relacao transitiva.

O espaco quociente S"_1/~= P* 1 ¢o espago projetivo de dimensdo n — 1. Note que

P! ={u;uesS" }eque u={u-u}

Exemplo 1.4.3. Vamos mostrar que P" é uma n-variedade topolégica. Podemos colocar em
P™ uma estrutura de topologia quociente determinada naturalmente pela aplicagéo r: R™*1 \ {0} -
P™ enviando cada ponto x € R™**1\ {0} para a reta que passa por x e 0. Para cada ponto x €

R™1\ {0}, seja [x] = m(x) a classe de equivaléncia de x em P".
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Paracadai=1,.., n+1, seja U; c R*1\ {0} tal que x; # 0 e U; = T[(E) c P".
Como Fl € um conjunto aberto saturado (significando que contém a imagem inversa T~ 1(7r(p)) para

cadap € Fi), temos que U; aberto e que T: Fl — U; é uma aplicagéo quociente. Defina uma aplicagdo

_[(* Xi—1  Xit1 Xn+1
¢;: U; > R™ dada por ¢;[x1, *** , Xp41] = (— e, 22, L —)

Xi ’ ’ Xi Xi Xi
Esta aplicagéo esta bem definida pois seu valor € inalterado pela multiplicagdo de x por uma
constante ndo nula e é continua pois ¢; e ™ é continua. De fato, ¢; € um homeomorfismo, pois a
inversa é dada por ¢; *(uy, -, uy) = [uy, =, uj_y, 1, u;, -+, U,]. Geometricamente, se
identificarmos R™ com o subespago onde x; = 1, entdo qbl-[x] pode ser interpretado como o ponto

onde a reta [x] intersecta este espago, pois os conjuntos U; cobrem R™, logo P" é localmente

euclidiano.

Agora, sejam [x] e [y] pontos distintos de P", isto &, subespacos distintos unidimensionais de

R™1 e que s&o gerados pelos vetores unitarios x e y, respectivamente. Como S™ é Hausdorff, sejam

U=UuUeV =V UV, edefina ¢: ]R"\{O}—)S"porpH“ I

Temos que U = n((l)_l(U)) elV = n(qb_l(V)) sdo disjuntos e contém [x] e [y],
respectivamente. Temos também que U e V sdo abertos. Assim, [x] E U e [y] € V. Seja[p] € U N
V. Entao [p] = n(u) = n(v) paraalgumu € ¢~ H(U) ev € ¢~ (V). Entdo u = Av para algum
1€ R\ {0}. Logo, ¢p(u) = +¢(v). Mas isto implica que ¢p(u) € U NV, uma contradicio.

Portanto, P™ é Hausdorff.

Agora, seja B uma base enumeravel para R™. Temos que 7(B) = {m(B) € B} é uma base

para P™. Definamos f;: R™ \ {0} - R™ \ {0} dado porp » tp.
Temos que f; é continua e que possui inversa f1: R™ \ {0} - R™ \ {0} dada porp + %p é
t

continua. Logo, se U & aberto, entéo f;(U) & um conjunto. Temos que = *((U)) =U, ¢ r\{0} ft (U)
para algum conjunto aberto U € R™ \ {0}. Sejap € = ~ 1(7T(U)). Entdo (p) € m(U), implicando
que existe u € U que gera o mesmo espago vetorial que p. Assim, p = Au para algum elemento ndo
nulo A, e, portanto, p € Uy e gyfo} f¢(U). Por outro lado, suponha p € Uy ¢ (o} f¢(U). Entdo p =
f,(w) = Au, para algum u € U e algum elemento n&o nulo A. Logo, m(p) = m(Au) = m(u), para
algump € T~ 1(7‘[(11)). Agora podemos provar que P" é segundo enumeravel, que é equivalente a

mostrar que 1(B) é uma base. Seja [p] € m(B;) N w(B,) para dois elementos base B;, B, € B.
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Entdo p € n_l(n(Bl)) N ﬂ_l(ﬂ'(Bz)), que é aberto. Como este conjunto ndo é vazio, existe um
elemento base B; contido em 7'[_1(7'[(31)) N n_l(n(Bz)). Entdo m(B3) S n_l(n(Bl)) N
7'[‘1(7'[(32)), logo (B) é uma base. Portanto, P"*é uma n-variedade.

2 RESULTADOS
Agora falaremos de técnicas de Topologia Algébrica: Homologia e Cohomologia com
coeficientes em F, = {0,1}.

2.1 HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA COM COEFICIENTES EM [F,.

Definicdo 2.1.1 Seja X um conjunto ndo vazio. Seja < X > o conjunto das combinagdes

lineares (formais) com coeficientes em [F, = {0,1}:
n
<X>={Zaixi; TlEN,Xi EX,ai EIFZ .
i=1

Devemos ver a notagdo .-, a;Xx; de modo formal, e ndo como uma soma. Se X =
Yi=1@ix; e y=X7_1B;y; pertencem a <X >, definimos a soma x+y=y+x=
Yy z,ondeyy = agezy =X, el <k <ny,=Pr-n€Zx = Vin sen+1<k<

n + m. Com essa adicédo, < X > é um grupo abeliano, chamado grupo abeliano livre gerado por X.

Definigdo 2.1.2. Seja X um espaco topolégico. Dados x, y € X, escrevemos X ~ Yy e dizemos

que x e y sdo homadlogos se existe uma fungdo continua
y:[0,1] = X

talquey(0) =xey(l) =y

Lema 2.1.3. A relacdo ~ como acima é uma relacdo de equivaléncia.
Prova: De fato, temos que:

1. A funcdo y:[0,1] = X dada por y(t) = x,Vx € [0,1] é continuae y(0) =y (1) = x.
Logo, X ~ x é uma relacéo reflexiva.

2. Se x ~ Y, entdo existe fungdo continua y:[0,1] —» X tal que y(0) = x e y (1) = y.
Considere y;:[0,1] = X, dada por y; = y(1 — t), y; é continua. Temos que ¥1(0) =
y(1) =yey1(1) =y(0) = x. Dai, y ~ x é uma relagéo simétrica.

3. Suponhax ~yey ~ z.Logo,

x ~y = 3y;:[0,1] > X, continua, tal que Y1 (0) = x ey, (1) =y
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y ~ z = 3y,:[0,1] - X, continua, tal que y,(0) = y e y,(1) = z.

Seja A: [0,1] = X continua, dada por

(U

y1(2t), se0 <t < -
y(@®) = :

1
y,(2t — 1), seEStgl

N

de onde obtemos que

y(0) =y1(2-0) = y4,(0) = x;
YD) =y,2-1-1) =y,(1) =z

Assim, X ~ z é uma relacgdo transitiva.

Sejam [x] ={y € X;y ~x} e SoX = {[x]; x € X}. Temos que [x] é uma classe de
equivaléncia, chamada classe de homologia de dimensao zero. O grupo de homologia de dimenséao
zero Hy(X) = Hy(X,F,) = < SyX > é o grupo abeliano livre gerado por SpX. O grupo Hy(X) é um

espagco vetorial sobre [F, e dim r,Ho (X) = n é o ntmero de componentes conexas por caminhos de
X.

Fonte: Dados da pesquisa / Préprios autores (2023)

x ~y, X =[x] U[z]

x *z, SoX = {[x][z]}

X tem dois “pedagos” (componentes conexas por caminhos).
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Se q = 1, o grupo de homologia de dimenséo g dado por H, (X) = H, (X, IF,) € construido

a partir de estruturas g-dimensionais, ao invés de pontos (que tém dimens&o zero). Essas estruturas

sdo chamadas de g-ciclos. Por exemplo, 0-ciclos sdo pontos e 1-ciclos sdo curvas fechadas em X.

0-ciclo

1-ciclo 2-ciclo

Fonte: Dados da pesquisa / Proprios autores (2023)

Denotamos por SqX o conjunto das classes de homologia de g-ciclos em X. Dois g-ciclos x e

Yy sé@o chamados homoélogos (notagdo x ~ y) se for possivel “ligar” x a y por uma deformagéo em X.

Temos

Hy(X) = Hy(X, ;) = < S,X >.

1-ciclos homélogos 2-ciclos homélogos

Fonte: Dados da pesquisa / Proprios autores (2023)

Exemplo 2.1.4. Se X é a figura abaixo, entio Ho(X) = F, e H;(X) = F3 (H,(X) tem

dimenséo 3 como [F,-espaco vetorial, pois X tem 3 “buracos”).
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Fonte: Dados da pesquisa / Proprios autores (2023)

Para a esfera e o0 espaco projetivo real, temos:
Hy(S™") =F,,seq=00uq=n,
0,seq # {0,n};
H,(P™) = F,,se0<q<n,
0, caso contrario.

Se X e Y sdo espacos topoldgicos, uma fungéo continua f: X — Y induz um homomorfismo
de grupos fq: Hy(X) — Hy(Y), para cada g = 0. Em geral, quando no for importante explicitar a

dimenséo q, escrevemos f, em vez de f;.

Exemplo 2.1.5.Seq = 0 e x € X, entéo f: Hy(X) — Hy(Y) leva a classe de homologia [x]
de x na classe de homologia [f(x)]. Se y é um caminho fechado em X, entdo f ° ¥ é um caminho

fechado em Y e, paraq = 1, temos f1([y]) = [f ° y].

Se f:X =Y e g:Y — Z sdo fungbes continuas, entdo g ° f é uma fungdo continua e

(g ° :Hy(X) > Hy(Z) ¢ dada por (g ° f). =g, ° f.. Esses fatos podem ser assumidos

dizendo-se que o par (Hq, f*) € um funtor covariante.
O g-ésimo grupo de cohomologia H, (X) é dado por
Hy(X) = Hom(Hy(X),F;) = {u: Hy(X) = F,; u funcional linear}.

Se x € Hy(X) e u € HI(X), o valor de u em x é denotado por < u, x >€ IF,, isto &,

<u,x >=u(x).
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Dada uma fungéo continua f:X — Y, ao homomorfismo (de grupos) f.: Hy(X) — Hy(Y)

corresponde o homomorfismo (de grupos) f*: H4(Y) — H9(X) dado por f*(u) = u - f. (observe a
inversédo de setas).

JO
Hy(X) — F,

fi 2u
Hq(Y);
< f*(w),x >=<u, f.(x) >.

Na transformagdo da f para a f*, as setas sdo invertidas e

(g ) =f*« g Defato,
<@ W, x>=<u(gef).(x)>=
=<y, (g o L)) >=<ug.(f(x) >=
=<g'W,f ) >=<f"(gW) x>=

=< (fTegMw),x >.

Para todo u € H?(X) e paratodo x € Hy(X),temosque (g ° f)*=f" ° g".
Sobre grupos de cohomologia, podemos definir uma multiplicagéo:
U: HP(X) x H1(X) - HP*9(X);
(wv)y»u-v,

chamada “cup product”. Com essa operagéo, a soma direta H*(X) =@ >0 HP(X) ganha estrutura

de anel associativo e comutativo. Chamamos H*(X) de F,-algebra graduada.

E possivel estender o homomorfismo f*: HP(Y) —» HP(X) para a [F,-algebra graduada

@y > 0 HP (X), de modo a obtermos um homomorfismo

f*5@ponp(Y) - @ponp(X)
H*(Y) H*(X)

que é compativel com a multiplicacéo:

ffu-v) =@ f (),
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logo, € um homomorfismo de anéis.
O ntimero (natural ou ©) by, (X) = dimgp, H P(X) é chamado p-ésimo nimero de Betti de X.

Se b, (X) < oo (0 que sempre sera verdade no nosso caso), entdo b, (X) = dim[FZHp(X).

Teorema 2.1.5. (Teorema da dualidade de Poincaré - 1895) Se X é uma variedade de dimens&o
n, entéo b, (X) = b,_,,(X).
Aigualdade b, (X) = b,,_,(X) significa que existe um isomorfismo
p(X) > HP(X),
chamado Isomorfismo de Poincaré.

Este isomorfismo torna possivel uma interpretacdo geométrica do produto no anel de

cohomologia: se M e N sdo subvariedades de X de codimens&o p e g que sdo transversais, isto é,

M N N é uma subvariedade de codimenséo p + q. Entéo:
n([M]) - n([N]) = n([M n N]).
Assim, o produto em H*(X) corresponde & intersecéo de subvariedades em X.
Pelo isomorfismo de Poincaré, a soma direta de grupos de homologia H,(X) =@, » ¢ HP (X)

também € um anel, com a multiplicagdo dada como uma fungao
Hn—p(X) X Hn—q(X) - n—(p+q)(X)-

Se X é conexo, entdo Hy(X) = TF,. Neste caso, para x € H,_,(X), y € H,(X) =
Hy _ (p+n-p)(X), oproduto x - y pertence a Hy _ (p+n—p)(X) = Ho(X) = FF,. Temos, entéo,
x-y=<mn(x),y>.

Sabemos que:

F,, se0<q<n
0, caso contrario

H,(P") = {
Entéo, pelo Isomorfismo de Poincaré:

F, = H,_,(P") = H*(P").
q

logo,0<g<ne0<n—-k<ne n<-k<0&0<k <n Assim,

F, se0<k<n

H*(P" z{ ..
(™) 0, caso contrdrio

€ o0 grupo de cohomologia do plano projetivo.
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Vamos, agora, determinar o anel de cohomologia de um plano projetivo P ™1,

Pela Dualidade de Poincaré sabemos que:

F, se0<g<n-1
0, caso contrario

H,(P"1) = {

Assim, @LZ HP (P 1) = H*(P™1) = @7} F,. Os elementos de ®}_3 IF, sdo énulas

(ag, aq, ...,

, ... ) com soma e produto por escalar coordenada a coordenada:

) an_l, ...,O, ) + (bo, bl’ ey bn_l, ...,0, )

= (ao + bo, aq + bl, ey, Ap—q + le—l’ ,O + 0, ),

a(ay, ay, ..., ap_q, ...,0,...) = (aay, aay, ..., ad,_q, ..., @0, ...).

A multiplicagio em H*(P" 1) = 692;3 IF, vem do “cup product”. Este produto é graduado,

isto &, leva um par de HP(P™™ 1) x H1(P™" ') em um elemento de HPT4(P"™1). Isso d& a soma

direta a estrutura de algebra graduada. Como

ondeemF, @ -

i Fo=F, - DPF,B0DO0D -,

PF,temos0<k<n—1eem0&@O0 - @ - temos k = n. Logo,

H*(Pn1) = EB F,= F,[t]/(t").
k=0

Temos também que

n—-1 n—-1
H*(P"1 x Pi-1) = @ F, ® @ F,= F,[t ul /(" u™).
k=0 k=0

3 CONSIDERACOES

Ao longo do desenvolvimento desse trabalho foi possivel compreender o conceito de homologia

e cohomologia no corpo FF, = {0,1}, com conceitos fundamentais e exemplos para o melhor

entendimento. Para tanto utilizamos um importante resultado, o Teorema de dualidade de Poincaré,

junto com o conceito do nimero de Betti para encontrarmos os grupos de homologia e cohomologia do

plano projetivo.
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