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RESUMO

A Hidrodindmica de Particulas Suavizadas, ou do inglés Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH),
€ um procedimento computacional usado para simulagdes em meios continuos, como processos
mecanicos e fluxos de fluidos, ganhando crescente destaque na representagdo da dindmica de
fluidos. Dado um sistema fisico composto por particulas, o SPH calcula a pressdo sobre cada
particula, considerando as interagdes com suas particulas vizinhas, simulando a dindmica do
sistema como um fluido. A proposta deste trabalho é utilizar a técnica SPH para a busca por
minimos de fungdes, simulando a queda, por gravidade, de um conjunto de particulas sob uma
superficie. Esta superficie é representada por uma fungdo matematica cujo minimo global se
deseja encontrar. O uso do SPH, tradicionalmente aplicado em simulag¢des fisicas e industriais, é
aqui explorado como prova de conceito, demonstrando que a técnica também pode ser adaptada
para problemas de otimizagdo. Com a dindmica de escoamento das particulas sob a superficie em
analise é possivel identificar a particula que alcanga o valor de minimo, localizando o ponto de
minimo no dominio da fungdo. Foram realizados diversos experimentos com fungbes que
possuem multiplos minimos locais € um minimo global, e os resultados mostraram que o SPH é
capaz de identificar esse minimo com precisdo. Para comparagdo, também foram realizados
testes com a técnica PSO (Particle Swarm Optimization). Os resultados demonstram que o
desempenho do SPH é comparavel ao do PSO.

PALAVRAS-CHAVE: Hidrodindmica de Particulas Suavizadas. Problemas de otimizacgéo.
Simulagao computacional.

ABSTRACT

Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) is a computational procedure used for simulations in
continuous media, such as mechanical processes and fluid flows, and has gained increasing
relevance in the representation of fluid dynamics. Given a physical system composed of particles,
SPH computes the pressure acting on each particle by considering interactions with neighboring
particles, simulating the system dynamics as a fluid. The purpose of this work is to apply the SPH
technique to the minimization of mathematical functions by simulating the gravitational descent of a
set of particles over a surface. This surface is represented by a mathematical function whose
global minimum is to be determined. The use of SPH, traditionally applied in physical and industrial
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simulations, is explored here as a proof of concept, demonstrating that the technique can also be
adapted to optimization problems. Through the particle flow dynamics over the analyzed surface, it
is possible to identify the particle that reaches the minimum value, locating the minimum point
within the function domain. Several experiments were conducted using functions with multiple local
minimums and a single global minimum, and the results showed that SPH is able to identify this
minimum with good accuracy. For comparison purposes, tests were also performed using the
Particle Swarm Optimization (PSO) technique. The results demonstrate that the performance of
SPH is comparable to that of PSO.

KEYWORDS: Smoothed Particle Hydrodynamics. Optimization problems. Computational
simulation.

RESUMEN

El método de Hidrodinamica de Particulas Suavizadas, o Smoothed Particle Hydrodynamics
(SPH), es un procedimiento computacional utilizado en simulaciones de medios continuos, como
procesos mecanicos y flujos de fluidos, y ha ganado creciente relevancia en la representacion de
la dinamica de fluidos. Dado un sistema fisico compuesto por particulas, el SPH calcula la presion
que actua sobre cada particula considerando las interacciones con sus particulas vecinas,
simulando la dinamica del sistema como un fluido. La propuesta de este trabajo es utilizar la
técnica SPH para la busqueda de minimos de funciones matematicas, simulando el descenso
gravitacional de un conjunto de particulas sobre una superficie. Esta superficie esta representada
por una funcibn matematica cuyo minimo global se desea encontrar. El uso del SPH,
tradicionalmente aplicado en simulaciones fisicas e industriales, se explora aqui como una prueba
de concepto, demostrando que la técnica también puede adaptarse a problemas de optimizacion.
A través de la dinamica de flujo de las particulas sobre la superficie analizada, es posible
identificar la particula que alcanza el valor minimo, localizando el punto de minimo en el dominio
de la funcién. Se realizaron varios experimentos con funciones que presentan multiples minimos
locales y un minimo global, y los resultados mostraron que el SPH es capaz de identificar dicho
minimo con buena precision. Para fines de comparacion, también se realizaron pruebas con la
técnica de Particle Swarm Optimization (PSO). Los resultados demuestran que el desemperio del
SPH es comparable al del PSO.

PALABRAS CLAVE: Hidrodinamica de Particulas Suavizadas. Problemas de optimizacion.
Simulacién computacional.

1. INTRODUGAO

O problema de encontrar o minimo de uma fungao matematica é central em diversas
areas da ciéncia e da engenharia, estando diretamente relacionado a otimizagao de processos e
sistemas. Esse tipo de problema é amplamente aplicado, por exemplo, no treinamento de redes
neurais, no qual se busca minimizar a fungao de erro a fim de aumentar a precisdo dos modelos.
De modo geral, a tarefa consiste em identificar pontos do dominio onde a fungdo assume seus
menores valores, 0 que se torna particularmente desafiador quando ha multiplos minimos locais.

Nesse contexto, métodos computacionais inspirados em fendémenos fisicos tém se
mostrado alternativas promissoras para a resolugédo de problemas de otimizagdo. Entre eles,
destaca-se a Hidrodindmica de Particulas Suavizadas (Smoothed Particle Hydrodynamics — SPH),
um método numérico sem malha, baseado em particulas, originalmente desenvolvido para

simulacdes fisicas. A analogia entre o comportamento de um fluido sob agéo da gravidade e a
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busca por minimos de uma superficie matematica permite modelar o processo de otimizacdo de
forma intuitiva, em que as particulas tendem a se acumular nos pontos de menor energia

potencial.

Problema da Pesquisa

Considerando uma superficie sélida descrita por uma fungdo matematica e submetida a
um campo gravitacional, espera-se que um fluido langado sobre essa superficie escoe e se
acumule nas regides de menor profundidade. A partir dessa analogia, formula-se o seguinte
problema de pesquisa: é possivel utilizar a técnica de SPH para simular o escoamento de
particulas sobre superficies matematicas e, a partir dessa dindmica, identificar o minimo global da

fungéo que descreve essa superficie?

Objetivos
Objetivo Geral

Investigar o uso da metodologia de Hidrodindmica de Particulas Suavizadas (Smoothed
Particle Hydrodynamics — SPH) como abordagem computacional para a identificagdo de minimos

de funcbes matematicas.

Objetivos Especificos

1. Analisar o uso da técnica SPH como ferramenta para a busca de minimos de fung¢des

matematicas;

2. Aplicar o método SPH em fungdes de benchmark que apresentam multiplos minimos

locais e um minimo global,

3. Desenvolver simulagbes computacionais que permitam identificar os pontos de minimo

por meio da dindmica das particulas;

4. Comparar os resultados obtidos com o método SPH com os resultados de um método
classico de otimizagdo baseado em particulas, como o Particle Swarm Optimization
(PSO).

Justificativa

A identificacdo de minimos de fungdes torna-se um problema computacional complexo em
cenarios nos quais nado se dispde da expressao analitica da fungdo ou de suas derivadas.
Métodos tradicionais baseados em calculo diferencial podem apresentar limitagdes nessas
situagdes. Dessa forma, justifica-se a adogdo de uma abordagem numérica sem malha e livre do

célculo direto de derivadas, como o método SPH, que utiliza apenas a interagao entre particulas
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para modelar a dindmica do sistema. Além disso, a aplicacdo do SPH em problemas de
otimizacdo amplia o campo de uso dessa técnica, tradicionalmente restrita a simulacdo fisica,
contribuindo para o desenvolvimento de novas estratégias computacionais para problemas de

otimizagao global.

2. REFERENCIAL TEORICO
Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)

O método Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) é uma técnica numérica Lagrangiana
e sem malha, originalmente proposta por Lucy (1977) e por Gingold e Monaghan (1977), na qual o
dominio continuo €& representado por um conjunto discreto de particulas que transportam
propriedades fisicas. No SPH, uma variavel de campo é aproximada por uma convolugdo com

uma funcéo kernel de suavizagéo, conforme apresentado na Equacao (1).
p() = TmW(x, —x,h) W

j

A discretizagdo do dominio continuo em particulas permite reescrever a interpolacao
integral na forma de uma soma ponderada sobre as particulas vizinhas, resultando na formulagao
discreta do método, apresentada na Equacao (2). Essa etapa estabelece a base computacional do

SPH, viabilizando sua aplicagdo em simulagbes numéricas.

L = _— pVeu )

dt o

A densidade do fluido é calculada diretamente a partir da contribuicdo das particulas
vizinhas, sendo expressa pela Equagédo (3). Essa formulagédo constitui um dos pilares do método
SPH e é fundamental para a determinagdo das demais grandezas fisicas envolvidas na

simulagéo.
du
dt

— —%Vp + Wu + g (3)

A Hidrodindmica de Particulas Suavizadas (Smoothed Particle Hydrodynamics — SPH) é
um meétodo numérico Lagrangiano, sem malha, originalmente proposto por Lucy (1977) e por
Gingold e Monaghan (1977) para aplicagbes em astrofisica. Desde entdo, o SPH tem sido
amplamente empregado na simulagdo de fenbmenos envolvendo mecénica dos fluidos e meios
continuos, destacando-se por sua capacidade de lidar com grandes deformacdes, superficies
livres e geometrias complexas.

Diferentemente dos métodos baseados em malha fixa, o SPH representa o dominio por
um conjunto discreto de particulas que carregam propriedades fisicas, como massa, densidade,
pressao e velocidade. Essas particulas interagem entre si por meio de fungbes de suavizagao

(kernels), permitindo a aproximagao das variaveis de campo e de suas derivadas a partir das
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contribuicdes das particulas vizinhas. Essa caracteristica confere ao SPH maior flexibilidade na
modelagem de sistemas dindmicos ndo lineares, nos quais métodos tradicionais podem
apresentar limitagoes.

Diversos estudos demonstram a eficiéncia do SPH em problemas de engenharia,
biomecanica, geofisica e computagéo cientifica (Monaghan, 1992; Liu, W.; Liu, S., 2003; Violeau,
2012). Trabalhos mais recentes destacam sua implementagdo computacional em frameworks de
cédigo aberto, como o PySPH, que possibilitam a realizacdo de simulagbes robustas e escalaveis,
com suporte a paralelizagao e visualizagdo do comportamento das particulas ao longo do tempo
(Ramachandran et al., 2021).

No contexto deste trabalho, o SPH é explorado além de suas aplicagdes tradicionais em
simulagéo de fluidos, sendo utilizado como base conceitual para a resolugao de problemas de
otimizagc&o. A analogia entre o escoamento de particulas sob agado da gravidade e a busca por
minimos em superficies matematicamente descritas permite investigar o potencial do SPH como

uma técnica alternativa para localizar minimos globais em fun¢gdes multimodais.

Otimizacgao baseada em particulas

Em problemas de otimizagdo, o objetivo consiste em encontrar pontos que minimizem ou
maximizem uma func¢ao objetivo definida sobre um determinado dominio. Métodos baseados em
particulas destacam-se por sua robustez em cenarios caracterizados por fungées ndo convexas,
multimodais ou com gradientes dificeis de estimar.

Neste contexto, introduz-se o conceito de funcédo de fitness, responsavel por avaliar a
qualidade de cada solugdo candidata no processo de otimizagdo. A partir de uma formulagao
baseada nos principios do método Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), é possivel estimar o
gradiente interpolado da fungéo de fitness, permitindo orientar o deslocamento das particulas no
espago de busca sem a necessidade do calculo explicito de derivadas analiticas, conforme
apresentado na Equacéo (4).

- — (4)
<vram >=f_/---fV_f'( 7O WF — 7> anw
<2

A consolidagao dessa abordagem resulta na definicdo do gradiente suavizado (Smoothed
Gradient — GS), o qual define formalmente o gradiente da funcao de fitness a partir de uma
interpolacdo baseada em SPH. Essa formulacdo fornece a direcdo de busca 6tima para a

minimizagao da fungao objetivo e é apresentada na Equacgao (5).

<€fm>=_ff...fgf(,ﬁ->$[ ! exp(_ll?—hjuj]d,,? )

T 2h"”
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Ressalta-se que a Equagéao (5) possui carater estritamente conceitual no contexto deste
referencial tedrico, pois descreve o mecanismo geral de avaliagao e orientagdo das particulas no
espago de busca. A definigdo das fungdes especificas a serem otimizadas, bem como das
fungdes de benchmark utilizadas nos experimentos numéricos, € apresentada exclusivamente na
secao de Metodologia.

O processo de otimizagdo consiste em maximizar ou minimizar uma fungéo objetivo,
buscando solugdes 6timas em um determinado espaco de busca. Problemas de otimizagao estao
presentes em diversas areas da ciéncia e da engenharia, frequentemente caracterizados por
fungdes nao lineares, com multiplos minimos locais €, em muitos casos, sem disponibilidade
explicita do gradiente.

Nesse cenario, métodos de otimizacdo baseados em particulas tém se mostrado
especialmente adequados, pois ndo dependem diretamente de derivadas da fungdo objetivo.
Esses métodos utilizam informagbes coletivas de um conjunto de particulas para explorar o
espago de busca, permitindo maior robustez frente a paisagens complexas e ndo convexas. A
literatura recente destaca a crescente popularidade de algoritmos inspirados na natureza, em
funcao de sua simplicidade conceitual e bom desempenho computacional (Azrag et al., 2020).

A utilizagdo de técnicas baseadas em particulas € particularmente relevante quando se
dispde apenas de amostras da fung¢do, ou quando o calculo do gradiente é inviavel ou instavel.
Nessas situagdes, abordagens numéricas alternativas tornam-se essenciais para a identificacao

de solugdes satisfatorias.

Particle Swarm Optimization (PSO)

O Particle Swarm Optimization (PSO), proposto por Kennedy e Eberhart (1995), € um
algoritmo de otimizacdo baseado em enxame de particulas inspirado no comportamento coletivo
observado em sistemas naturais. Cada particula representa uma possivel solugdo do problema e
ajusta sua posi¢ao no espago de busca a partir de informagdes proprias e do melhor desempenho
global do enxame.

O PSO destaca-se por sua simplicidade de implementagao, baixo custo computacional e
eficiéncia em problemas de otimizagdo global. Estudos indicam sua aplicabilidade em contextos
complexos, incluindo problemas de otimizagdo nao linear com restricbes, nos quais o espago de
busca apresenta multiplos 6timos locais (Tseng et al., 2021).

No presente trabalho, o PSO é adotado como método de referéncia, permitindo uma
analise comparativa com a abordagem baseada em SPH. Essa comparacgéo possibilita avaliar a
viabilidade do uso do SPH como técnica de otimizagéo, considerando critérios de preciséo e

desempenho na localizagdo de minimos globais.
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Funcao de fitness e fungdes de benchmark

A funcdo de fitness, ou funcdo de aptiddo, é utilizada para avaliar a qualidade das
solugdes candidatas em um processo de otimizagdo. Ela fornece uma medida quantitativa do
quao adequada é uma determinada solugdo em relagdo ao objetivo proposto, orientando a
evolucao das particulas ao longo do processo iterativo.

Em problemas de otimizagdo global, € comum o uso de fun¢des de benchmark para
avaliar o desempenho de diferentes algoritmos. Essas fungbes sdo cuidadosamente definidas
para apresentar caracteristicas desafiadoras, como multiplos minimos locais e um uUnico minimo
global, permitindo uma analise sistematica da robustez e eficiéncia dos métodos estudados.

Neste trabalho, sdo consideradas fungbes de benchmark amplamente utilizadas na
literatura, como as funcgdes de Perm e de Griewank, além de fun¢des univariadas adaptadas. A
escolha dessas funcbes permite avaliar a capacidade do SPH em identificar corretamente o
minimo global, bem como comparar seus resultados com aqueles obtidos pelo PSO, fornecendo

subsidios para a analise critica da abordagem proposta.

3. METODOS

Neste estudo, propde-se a aplicagdo do método Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)
como uma abordagem numérica para a determinacdo de minimos globais de fungdes
matematicas. A metodologia adotada tem como objetivo avaliar a viabilidade do SPH,
tradicionalmente empregado em problemas de dindmica dos fluidos, como ferramenta alternativa
para problemas de otimizagao.

Inicialmente, sdo definidas as fungbes de benchmark utilizadas nos experimentos,
escolhidas por apresentarem multiplos minimos locais e um Unico minimo global, caracteristica
essencial para a avaliagdo do desempenho de algoritmos de otimizagdo. Em seguida, descreve-se
o procedimento de simulagdo empregado com o método SPH, bem como a estratégia utilizada
para a identificagdo dos pontos de minimo global. Por fim, apresenta-se a técnica Particle Swarm

Optimization (PSO), adotada como base comparativa.

Fungoes de Benchmark

As fungbes de benchmark desempenham papel fundamental na avaliagdo de algoritmos
de otimizagdo, pois permitem a anadlise controlada do desempenho, robustez e capacidade de
generalizagdo das técnicas empregadas. Neste trabalho, foram selecionadas fungdes amplamente
utilizadas na literatura de Otimiza¢do Global, contemplando problemas multimodais e, em alguns

casos, multidimensionais.
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Essas funcdes fornecem cenarios com topologias de busca complexas, permitindo

investigar a eficiéncia do SPH na localizagdo do minimo global em situacées em que ha forte

presenca de minimos locais.

Fungédo de Perm

A Funcéo de Perm é uma fungdo benchmark classica utilizada para testar algoritmos de
otimizacdo global, devido a sua elevada multimodalidade. Sua formulacdo matematica é

apresentada na Equacgéo (6), e seu minimo global ocorre em um ponto conhecido do dominio.

2

= - 5 i x‘,e[—d,d],Vi=
f) =3 (_glo + B - ];)) et ©

=1 \j=1. = = iy TEETT
Funcao de Griewank

A Fungao de Griewank caracteriza-se por combinar termos quadraticos e trigonométricos,
resultando em uma paisagem de otimizacéo altamente complexa, com multiplos minimos locais.
Essa fungédo é frequentemente empregada para avaliar a capacidade de algoritmos em evitar
convergéncia prematura. Sua expressao matematica € apresentada na Equagdo (7), sendo o

minimo global localizado em x ={0, ..., 0}.

x~100
flx) = 4000 Z(x - 100)* — H cos( )+ 1 7)

i=1

Func¢oes de Teste Univariado

Além das fungdes classicas, foram selecionadas fungbes de teste univariado com
comportamento multimodal, extraidas da literatura e de bases de dados especializadas em
fungbes de benchmark. Essas fungdes permitem analisar o comportamento do método SPH em
problemas de menor dimensionalidade, mantendo, entretanto, elevada complexidade topoldgica.

As fungbes originais apresentam valores 6timos globais negativos. Para fins de
padronizacdo e comparacgio direta dos resultados, essas fungdes foram adaptadas por meio da
adi¢do de constantes, de modo que o valor minimo global fosse igual a zero.

As fungdes adaptadas sdo apresentadas nas Equagdes (8) a (11).

fproblema 02 (x) = sin(x) + sin(lTOx)+ 1,89959 (8)
foroblema 07 (x) = sin(x) + sm(l—x) log(x) = 0,84x + 3 + 1,6013 9)
fproblema12 (x) = sin’(x) + cos’(x) + 1 (10)
foroblema14 (x) = -e ] sin(2mx) + 0,788685 (11
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Procedimento de simulagdo com SPH

O método SPH é um método numérico Lagrangiano baseado em particulas, no qual o
dominio do problema é discretizado em um conjunto de particulas que transportam propriedades
fisicas e interagem entre si por meio de fungbes de suavizagdo. Neste trabalho, o SPH foi
empregado para simular o escoamento de particulas fluidas sobre superficies solidas
representadas pelas fungdes de benchmark.

As simulagbes foram realizadas em duas dimensdes (2D), visando reduzir o custo
computacional e enfatizar o carater de prova de conceito da abordagem proposta. Inicialmente,
um conjunto de particulas fluidas é posicionado acima da superficie correspondente a fungao de
benchmark. Sob a agao da gravidade, as particulas escorrem sobre essa superficie e tendem a se
acumular nas regides associadas aos valores minimos da fungao.

Ao longo da simulagéo, sdo monitoradas as posi¢des das particulas, permitindo identificar
aquela que atinge o menor valor de altura em relagdo a superficie sélida. Esse ponto é
interpretado como a aproximagédo numérica do minimo global da fungdo no dominio considerado.

A implementacdo do método SPH foi realizada utilizando a biblioteca PySPH, um
framework open-source em Python que oferece suporte a paralelizagédo, balanceamento dinamico
de carga e ferramentas de visualizagao grafica. Para a analise visual da dindmica do sistema, foi
utilizado o visualizador Particle View, que permite acompanhar o comportamento das particulas ao
longo do tempo.

O fluxograma geral do processo de simulagédo é apresentado na Figura 1, contemplando
as etapas de inicializacdo, execucdo das interacbes entre particulas, evolugdo temporal do

sistema e identificagdo do ponto de minimo global.

Figura 1. Fluxograma da simulacdo PySPH aplicada a busca de minimos de fungbes matematicas

INICIALIZANDO

A SIMULACAQ

CODIGO SPH EM CALCULANDO, GUARDANIDND O3 EVOLUINDO PARA ENCONTRAR ENCONTRANDO O MINIMO

Fenfealt MINIMOS E AS INTERACOES A INTERACAO E 05 MINIMOS DE XEMRELACAQAY

. FINAL DA SIMULAGAC COM .
PvSPH Particle . FUNGAQ ESCOLHIDA

s A INTERAGAD E 05 PONTOS
Fiew

PARA SER O SOLIDO

MINIMOS DEX E Y

Fonte: Elaborado pelos autores.
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Base comparativa: Particle Swarm Optimization (PSO)

Com o objetivo de validar os resultados obtidos pelo método SPH, adotou-se o algoritmo
Particle Swarm Optimization (PSO) como técnica de referéncia. O PSO é um algoritmo classico da
Computacao Evolutiva, amplamente estudado e reconhecido por sua eficiéncia na resolugéo de
problemas de otimizac&o global.

Ambos os métodos, SPH e PSO, foram aplicados as mesmas fungbes de benchmark, sob
condigdes semelhantes de execugado, como limites do dominio de busca e critérios de parada.
Essa abordagem permite uma comparagdo direta e equilibrada entre os desempenhos,
evidenciando as potencialidades e limitagcdes de cada técnica.

Os resultados obtidos a partir dessa comparagao sao apresentados e discutidos na segao

seguinte.

4. RESULTADOS E DISCUSSAO

Os resultados apresentados nesta segéo referem-se a aplicagao da técnica baseada em
Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), implementada no framework PySPH, e do algoritmo
Particle Swarm Optimization (PSO), com o objetivo de identificar o minimo global de diferentes
funcdes de benchmark. As fungdes analisadas incluem a fungdo Perm, a fungdo Griewank e um
conjunto de fungbes de Teste Univariado (Problemas 02, 07, 12 e 14). O foco desta andlise é
avaliar a capacidade de cada método em localizar os minimos globais, bem como comparar o

desempenho e a precisdo das abordagens.

Fun¢oes de otimizagado antes da simulagdo no PySPH

Antes do inicio das simulagdes, as fungbes de otimizagao foram representadas por meio
de particulas no ambiente do PySPH Particle View. Nessa etapa, as particulas sélidas formam as
superficies correspondentes as funcdes de benchmark, enquanto as particulas fluidas sao
inicialmente distribuidas no dominio de simulagédo, confinadas por paredes laterais para evitar a
dispersao do fluido fora da regiao de interesse.

As representacgdes iniciais das fun¢gdes Perm, Griewank e dos Problemas 02, 07, 12 e 14
de Teste Univariado sao ilustradas nas Figuras: 2—7. Em todas as fun¢des analisadas, o objetivo
tedrico da simulagao consiste em conduzir as particulas fluidas até a regido correspondente ao

valor minimo da funcdo, conforme definido na etapa metodoldgica.
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Funcgodes de otimizagado apés a simulagdo no PySPH

Apés o inicio das simulagbes no PySPH, as particulas fluidas passaram a interagir com as
superficies das fungdes de benchmark, evoluindo dinamicamente sob a acgdo das forgas
modeladas pelo método SPH. Ao longo do tempo, observou-se o escoamento das particulas em
direcdo as regides de menor valor da fungéo, caracterizando o processo de otimizagao.

Os resultados visuais das simulagdes, apresentados nas Figuras: 8—13, indicam que as
particulas convergiram para valores de x e y proximos aos minimos teéricos de cada fungdo. Para
a funcdo Griewank, o minimo global ocorre em x=0 e y=0. Ja para a fungédo Perm e para os testes
univariados, os valores ideais de x sao especificos para cada fungéo, enquanto o valor ideal de y
permanece igual a zero em todos os casos.

Esses resultados evidenciam que o método SPH, tradicionalmente empregado em
simulagbes fisicas, mostrou-se eficaz na identificagdo de minimos globais em problemas de

otimizagdo, mesmo em fungdes multimodais.

PySPH Particle Viewer

- == (=== TETZTO B A5 WO

Figura 8 Figura 9
Fungao de Perm Funcao de Griewank
EEZS 8 4«50 WO 12 B 400 EHS

Figura 10 Figura 11
Fungéao do Problema 02 Fungéo do Problema 07
Teste Univariado Teste Univariado
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Func¢oes de otimizagdo apos a simulagao no PSO

Com o objetivo de estabelecer uma base comparativa, as mesmas fungdes de benchmark
foram também simuladas utilizando o algoritmo PSO. Nesse caso, as particulas evoluem de forma
estocastica, atualizando suas posigcbes com base nas melhores solugdes individuais e globais
encontradas ao longo das iteragdes.

Os resultados obtidos com o PSO sao apresentados nas Figuras: 14—19, nas quais o eixo
horizontal representa o niumero de iteragbes e o eixo vertical corresponde ao valor da fungéo
objetivo. Observa-se que, para todas as fungdes analisadas, o PSO convergiu rapidamente para
valores proximos ao minimo global, sendo necessarias, no maximo, 50 iteragbes para atingir a

convergéncia.
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Analise dos resultados obtidos com o PySPH

Os resultados quantitativos das simulagdes realizadas com o PySPH sao apresentados na
Tabela 1. Para cada fungéo analisada, sdo informados o nimero de interagdes necessarias, os
valores finais encontrados para x e y, o valor da fungéo calculado a partir dessas posi¢des e o erro
absoluto em relagcao ao valor minimo tedrico.

De modo geral, os resultados indicam que o método PySPH foi capaz de localizar os
minimos globais das fungbes estudadas com elevada precisdo. Os erros absolutos obtidos
apresentaram ordens de grandeza variando entre 10® e 10, demonstrando a consisténcia e a
estabilidade do método, ainda que a custa de um maior numero de interagdes e,

consequentemente, de um custo computacional mais elevado.
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Tabela 1. Resultados das Simula¢des PySPH

X Y CALCULO DA RESULTADO VAIIE'SEODO
FUNGOES | INT. FUNGCAO COM O X | MINIMO TEORICO
ENCONTRADO | ENCONTRADO = ABSOLUTO DA

ENCONTRADO PARA A FUNCAO DIFERENGA

Perm 4146 1,00095 5,703 x 102 2,043 x 10 0 2,043 x 10

Griewank | 2821 0,00848 2,440 x 107 1,799 x 108 0 1,799 x 108
Problema
02 - Teste

Univariado | 3337 5,14589 8,269 x 102 -1,989 x 107 0 1,989 x 107
Problema
07 - Teste

Univariado | 3229 5,19957 5,611 x 102 -7,282 x 10°® 0 7,282 x 10
Problema
12 - Teste

Univariado | 2863 3,14368 2,463 x 102 6,539 x 10 0 6,539 x 10
Problema
14 - Teste

Univariado | 2306 0,22512 8,781 x 102 5,428 x 107 0 5,428 x 107

Analise dos resultados obtidos com o PSO

Para o PSO, foram realizadas dez execugdes independentes para cada funcao,

considerando o carater estocastico do algoritmo. A partir dessas execugdes, foram calculadas a

média e o desvio padrado dos valores encontrados, conforme apresentado nas Tabelas 2.

Os resultados evidenciam que o PSO apresentou excelente desempenho na localizagédo

dos minimos globais, com erros absolutos inferiores aos observados no PySPH em diversos

casos. As ordens de grandeza dos erros variaram entre 10 e 108, indicando elevada precisdo

numérica. Além disso, o PSO demandou um numero significativamente menor de interacdes, o

que ressalta sua maior eficiéncia computacional em comparagao ao método SPH.
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Tabela 2. Resultados das Simulagdes do PSO
CALCULO DA RESI:JLTAD VALOR DO
. X Y FUNGAO o IV!INIMO ERRO
FUNCOES | INT. ENCONTRADO ENCONTRADO COM O X TPEIS_:AIC:) ABSgkUTO DESVl_O
. PADRA
ENCONTRADO FUNCAO DIFERENCA o
Perm 21 1,000000009 6,981 x 10" 1,823 x 1071 0 1,823x 10" | 1,85x 107
Griewank 24 -0,000000240 7,475 x 103 1,439 x 1017 0 1,439x 10" | 1,26 x 10°®
Problema
02 - Teste
Univariado | 24 5,145735279 -3,492 x 107 -3,492 x 107 0 3,492 x 107 | 3,53 x 107
Problema
07 - Teste
Univariado | 25 5,199778236 -7,546 x 10 -7,546 x 10 0 7,546 x 10° | 3,19 x 107
Problema
12 - Teste
Univariado | 29 3,141592881 7,234 x 103 7,760 x 107 0 7,760 x 10" | 6,91 x 107
Problema
14 - Teste
Univariado 34 0,224880355 -3,874 x 107 -3,569 x 107 0 3,569 x 107 | 8,03x 108

Comparagao entre os métodos SPH e PSO

A andlise conjunta dos resultados evidencia que ambos os métodos foram bem-sucedidos
na identificagdo dos minimos globais das fungdes de benchmark analisadas. O SPH demonstrou
robustez na exploragdo do espaco de busca, mesmo em fun¢des multimodais, apresentando
resultados consistentes, embora com maior custo computacional. Por outro lado, o PSO destacou-
se pela rapidez de convergéncia e pela obtencdo de erros absolutos menores em diversas
fungdes, ainda que apresente maior sensibilidade a escolha de pardmetros devido a sua natureza
estocastica.

A comparagédo direta entre os métodos, apresentada na Tabela 3, permite observar que,
embora o PSO apresente melhor desempenho em termos de eficiéncia computacional, o SPH
constitui uma alternativa robusta e conceitualmente distinta para problemas de otimizagao,
se busca uma abordagem baseada em analogias fisicas.

especialmente quando
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Tabela 3. Resultados de todas as simulagdes

RESULTADO
, .| MiNIMO VALOR DO ERRO
) INT. X ENCONTRADO Y ENCONTRADO gg‘nﬁﬂﬁnﬁﬁ% TEQRICO ABSOLUTO DA DESVIO PADRAD
FUNGOES PARA A DIFERENGA.
FUNGAD
PySPH|PSO| PySPH PsO PySPH PSO PySPH PSO  |PySPH|PSO| PySPH PSO | PySPH | PSO
Perm 4145 | 21 | 100095 | 1000000008 |5,703x 1076981 x 10| 2043 x10° (1823107 0 | 0 |2043x10°[1823x10"] 185107
Griewank | 2821 | 24 | 0,00848 (-0,000000240 |2 440 % 10%| 7475 %107 1799 10 (1439107 0 | 0 |1799%10% (1438007 |1, 26x10°
"'““'”."ﬂ‘?i- 3337 | 24 | 5,14589 | 5145735279 (8,269 % 10%|-3.492 % 107 |-1989 x 1073482 407 0 | 0 [1989x107|34%2x107| __ [383x107
Teste Univariado
Problema 7 -\ o0 | 25 | 519957 | 5199778236 [5.611 1107|7548 x 10° 7282 10%| 758 10%| 0 | 0 [72m2x10%|7stgntet|  |3d9xa0”
Teste Univariado
"’““'”.”“?' 2863 | 29 | 3,14368 | 3,141592881 |2.463 x 107 |7 234 x 10| 6538 10% | 7760 %10 0 | 0 [B539x10%|77R0% 10| __ [6§1x107
Teste Univariado
Problema 14 - . ) . i i : .
roniema -\ gug | 0,22512 | 0,224380355 | 8,781 x 107|-3, 874 x 107| 5,428 x 107 [-3569x107| 0 | 0 |5428x107|3569x107| _  [8.03x10°
Teste Univariado
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Os experimentos realizados com o PySPH e o PSO confirmaram que ambos os métodos
sdo eficazes na busca por minimos globais em fungbes de otimizagdo. Os resultados
apresentados na Tabela 3 evidenciam que o PSO alcangou erros absolutos menores e convergiu
com um numero reduzido de interacdes, refletindo sua elevada eficiéncia computacional. Por outro
lado, o SPH demonstrou desempenho consistente mesmo em fungdes multimodais, apresentando
maior robustez frente a superficies complexas, ainda que a custa de maior custo computacional.
Esses resultados indicam que a escolha entre SPH e PSO deve considerar as caracteristicas
especificas do problema, como complexidade da fungdo, dimensionalidade do espago de busca e

requisitos de precisdo e desempenho computacional.

5. CONSIDERAGOES

O presente trabalho investigou a utilizacdo da técnica Smoothed Particle Hydrodynamics
(SPH) como uma abordagem alternativa para a determinagdo de minimos globais de fungbes
matematicas, a partir da analogia fisica do escoamento de um fluido sobre uma superficie sob a
acao da gravidade. Ao modelar as fung¢des de interesse como superficies sélidas e acompanhar a
dindmica das particulas, foi possivel identificar numericamente os pontos correspondentes aos
minimos globais no dominio de busca.

A implementagdo computacional foi realizada por meio do framework PySPH, que se
mostrou adequado para a modelagem e execugdo das simulagbes propostas, oferecendo
recursos eficientes para o tratamento da dindmica de particulas e para a visualizagdo dos
resultados. De modo geral, os experimentos apresentaram erros absolutos da ordem de 107¢,
indicando boa precisdao numérica e confirmando a viabilidade da abordagem proposta como prova
de conceito.

Uma vez que nao foram identificados na literatura trabalhos que empreguem o SPH
diretamente como método de otimizagdo para a busca de minimos de fungdes, este estudo
contribui ao explorar uma nova perspectiva para o uso dessa técnica, tradicionalmente aplicada a
dindmica de fluidos. Para fins de validagdo e comparagdo, o algoritmo Particle Swarm
Optimization (PSQO) foi utilizado como método de referéncia, por se tratar de uma técnica
amplamente consolidada na area de otimizacao global.

A analise comparativa indicou que ambos os métodos foram capazes de localizar os
minimos das fung¢des de benchmark avaliadas. O PSO apresentou maior eficiéncia computacional
e, em geral, maior precisdo numérica, enquanto o SPH demonstrou maior robustez conceitual,
fundamentada em principios fisicos e em uma formulagéo tedrica que favorece a convergéncia
para o minimo global dentro do dominio explorado. Embora o custo computacional do SPH seja
superior, essa caracteristica ndo deve ser vista apenas como uma limitagdo, mas como parte do

compromisso entre robustez, interpretabilidade fisica e desempenho.
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Observou-se ainda que a baixa dimensionalidade e a complexidade moderada das
fungbes de benchmark podem favorecer o desempenho do PSO. Dessa forma, investigacdes
futuras envolvendo fungbes de maior complexidade e dimensionalidade sdo necessarias para
caracterizar com maior profundidade as condigbes em que o SPH pode se destacar como método
de otimizagéo.

Como ftrabalhos futuros, sugere-se a exploragdo de variagbes do método SPH com
estratégias de otimizagdo dos pardmetros de kernel, bem como sua aplicagdo em problemas
dindmicos, nos quais a superficie de escorrimento varia ao longo do tempo. Outra perspectiva
promissora consiste na integracdo do SPH com redes neurais artificiais, tratando a fungcao de
perda como a superficie de otimizacdo, permitindo que o processo de treinamento seja guiado

pela dindmica das particulas e abrindo novas possibilidades para métodos hibridos de otimizacao.
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