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RESUMO

Este artigo propde uma metodologia alternativa para o ensino e aprendizagem de limites e
continuidade de fungdes, utilizando o software GeoGebra como recurso pedagdgico. A proposta
visa explorar o potencial do GeoGebra para favorecer a compreensao de conceitos abstratos por
meio de visualizagbes graficas interativas, contribuindo para um aprendizado mais dinamico e
significativo. Para fundamentacao tedrica, foi realizada uma breve revisédo de literatura, abordando
estudos que destacam a importancia das tecnologias digitais no ensino de matematica. A pesquisa
enfatiza o papel da resolugdo de exercicios como elemento central no processo de aprendizagem
e discute como a utilizacdo do GeoGebra pode potencializar essa pratica, tornando os conteudos
mais acessiveis e atrativos aos estudantes. Os resultados apontam para a eficacia do software
como ferramenta de apoio no ensino de calculo, evidenciando sua capacidade de facilitar a
construgéo de conceitos e de estimular a participacéo ativa dos alunos.

PALAVRAS-CHAVE: Limite e continuidade. Ensino e aprendizagem. GeoGebra.

ABSTRACT

This article proposes an alternative methodology for teaching and learning limits and continuity of
functions using the GeoGebra software as a pedagogical resource. The proposal aims to explore
the potential of GeoGebra to support the understanding of abstract concepts through interactive
graphical visualizations, contributing to a more dynamic and meaningful learning process. For the
theoretical foundation, a brief literature review was conducted, addressing studies that highlight the
importance of digital technologies in mathematics education. The research emphasizes the role of
problem solving as a central element in the learning process and discusses how the use of
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eoGebra can enhance this practice, making the content more accessible and engaging for students.
The results indicate the effectiveness of the software as a supporting tool in the teaching of calculus,
demonstrating its ability to facilitate the construction of concepts and to encourage students’ active
participation.

KEYWORDS: Limit and continuity. Teaching and learning. GeoGebra.

RESUMEN

Este articulo propone una metodologia alternativa para la ensefianza y el aprendizaje de limites y
continuidad de funciones, utilizando el software GeoGebra como recurso pedagoégico. La propuesta
busca explorar el potencial de GeoGebra para favorecer la comprension de conceptos abstractos
mediante visualizaciones graficas interactivas, contribuyendo a un aprendizaje mas dinamico y
significativo. Para la fundamentacion tedrica, se realizé una breve revision de la literatura, abordando
estudios que destacan la importancia de las tecnologias digitales en la ensefanza de las
matematicas. La investigacion enfatiza el papel de la resolucién de ejercicios como elemento central
en el proceso de aprendizaje y discute como el uso de GeoGebra puede potenciar esta practica,
haciendo los contenidos mas accesibles y atractivos para los estudiantes. Los resultados senalan
la eficacia del software como herramienta de apoyo en la ensefianza del calculo, evidenciando su
capacidad para facilitar la construccién de conceptos y estimular la participaciéon activa de los
estudiantes.

PALABRAS-CLAVE: Limite y continuidad. Ensefianza y aprendizaje. GeoGebra.

INTRODUGAO

Este artigo propde abordar o célculo de uma variavel de maneira rigorosa geralmente vistas
em um curso de analise, porém dada a vastidao dos objetos de conhecimento estudados no calculo,
o artigo ira se limitar a abordar conceitos de limite e continuidade de uma fungéo de uma variavel.
Ele se propde a utilizar a mediagao proposta pelo software matematico, geogebra. Pois a utilizagéo
do software dentro do processo de ensino e aprendizagem dentro da matematica ja se provou
frutifero. Conforme Nasser (2013), a abstragdo matematica faz parte do processo de evolugédo do
pensamento. No entanto, para que essa evolugéo ocorra, € necessario que haja a reconstrucéo de
estruturas cognitivas que possibilitem a efetividade do processo de ensino e aprendizagem a
aplicagdo do software vem como facilitador dentro desse processo de aprendizagem de uma
matematica mais pura e abstrata. Antes dos conteudos serem abordados, o texto se propde a fazer
uma breve contextualizagdo tangenciando o conceito histdrico.

O Calculo, desenvolvido no século XVII de forma independente por Isaac Newton (1643—
1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—-1716), consolidou-se como uma das maiores conquistas
da matematica. Seus trés conceitos centrais — limite, derivada e integral — apoiam-se em
fundamentos de conjuntos, fungcdes e geometria analitica.

Contudo, indicios dessas ideias ja eram percebidos na antiguidade. A quadratura da parabola

realizada por Arquimedes (c. 287-212 a.C.) € um exemplo notavel do quao préximos os gregos
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estiveram de conceitos que s6 seriam formalizados séculos depois (Corréa, 2006). No periodo
renascentista, matematicos como Descartes (1596—-1650) e Fermat (1601-1665) ampliaram essas
nogdes, ainda com forte base geométrica e fisica, reflexo das limitagdes conceituais da época.

Nos séculos XVl e XIX, a matematica passou por uma transformacéo. Pesquisadores como
Cauchy (1789-1857), Riemann (1826—1866), Bolzano (1781-1848) e Weierstrass (1815-1897)
introduziram o rigor necessario para fundamentar os conceitos de limite, continuidade, derivada e
integral. Essa aritmetizagdo do calculo estabeleceu as bases para o que hoje conhecemos como
Analise Matematica.

Como destaca Avila (2001), cursos introdutérios de Calculo tendem a apresentar conceitos
de forma intuitiva e pratica, seguindo o percurso histérico de seu desenvolvimento até o inicio do
século XIX. Ja a Andlise Matematica, de carater mais abstrato e rigoroso, busca compreender os
fundamentos desses conceitos, indo além da mera aplicagédo de técnicas. Essa distingdo, segundo
Corréa (2006), é resultado de fatores historicos e pedagogicos, sendo fundamental para o ensino e

a evolugao do pensamento matematico.

1. REFERENCIAL TEORICO

O GeoGebra é uma ferramenta de matematica que permite a criagdo de graficos, calculos
e visualizagbes interativas em 2D e 3D. Desenvolvido com foco na educagdo matematica, o software
possibilita que professores e alunos explorem conteidos de forma mais ampla e dindmica. Para o
embasamento desta pesquisa, foi utilizado o livro Aprendendo GeoGebra de Daniel Alves de Brito
(2023), que serviu como importante referéncia na formulagao do tema e na selegao das estratégias
propostas.

A escolha deste tema decorre das dificuldades enfrentadas por muitos professores de
matematica do ensino superior ao abordar conceitos como limite e continuidade de fungdes, seja
em cursos de Calculo ou Analise. Tais dificuldades estao frequentemente associadas a auséncia
de métodos facilitadores no processo ensino-aprendizagem e a inseguranga no uso de recursos
tecnoldgicos que poderiam apoiar as metodologias tradicionais. Além disso, fatores como a limitagao
do tempo em sala de aula e grades curriculares extensas contribuem para que certos topicos,
especialmente aqueles com alto grau de abstracéo, ndo recebam a devida atengdo. Como resultado,
muitos alunos encontram obstaculos para assimilar esses conteudos. Nesse contexto, a utilizagao
do software GeoGebra surge como uma estratégia para dinamizar o estudo grafico das funcdes e
tornar o aprendizado mais significativo.

A educacdo matematica contemporanea enfrenta desafios importantes, refletidos nas
dificuldades crescentes dos estudantes em compreender a disciplina. Estudos, como o de Messias;

Brandemberg e Moraes (2023), indicam que essas dificuldades estdo diretamente relacionadas a
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maneira como os conteldos sdo tradicionalmente ensinados: excessivamente abstratos, focados
em férmulas, propriedades e demonstragdes que, muitas vezes, carecem de sentido pratico para
os alunos, desmotivando-os.

O professor pode explorar diversos conteudos matematicos dado que o
GeoGebra facilita a visualizagao, interpretagao, raciocinio e comunicagao
durante o desenvolvimento das atividades, despertando nos estudantes
senso de investigacdo, criatividade e curiosidade, além de estimular
habilidades do pensamento computacional (ABAR e ALMEIDA, 2024, P.6)

Diante das transformacgdes sociais e dos avangos tecnoldgicos, torna-se essencial adotar
novas abordagens no ensino da matematica, capazes de desenvolver habilidades alinhadas as
demandas da sociedade atual. Modelos pedagdgicos baseados em situagdes-problema e aplicagdes
fisicas, por exemplo, mostram-se eficazes ao contextualizar os conceitos matematicos. Ao interagir
com a turma, o professor pode explorar as ideias dos alunos para introduzir definicdes formais e
analises graficas. No estudo de limites e continuidade, essa estratégia permite uma compreenséao
mais profunda e intuitiva desses conceitos. O uso do GeoGebra, nesse cenario, favorece a
participagdo ativa dos estudantes, estimula a curiosidade e promove uma aprendizagem mais
dindmica e efetiva.

2. METODOS

Nesta sec¢do introduziremos o conceito de limite de fungdo de uma varavel deste modo
iremos construir como limites de fungdes de uma variavel se comportam.

Seja f - IR uma fungéo de valores reais, definida em um subconjunto X cIR. Seja

p € IR um ponto de acumulagdo de X, ouseja p € X “. Antes de abordamos a defini¢do de limite,
iremos abordar a definicdo de ponto de acumulagao.

Um ponto p €IR é dito ponto de acumulagéo se e somente se existir um subconjunto
X cR tal que para todo £>0 possui o intervalo aberto (p-s, p+£) possui um ponto de X
diferente de p. O conjunto dos pontos de acumulagédo de X é denotado por X .

Dada a definicdo acima sem perda de generalidade podemos escrever que o limite de uma

fungdo € dado por V' ¢>0 F 6>0;pe X, O<|x—p|<6:>‘f(x)—L|<£ o que designa-se
por lim f (x)=L,
X-op
Podemos notar que 0<|x-p|<6 quer dizer que x € (p-(S, p+6) 0 que nos diz que

X é um ponto de acumulagdo, desta maneira o contradominio da fungdo que diz que
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(p-8, p+8),assim, supondo a existéncia de um conjunto V5=(X-[p})n (p-8, p+68) vale
que f(V(;)C(L-e, L+e¢) notemos que V =p € X, 0<|x-p|<é.

Ap0ds todo esse formalismo matematico iremos resolver uma questao e iremos mostrar de

maneira geométrica como essa definicao funciona.

Exemplo 1: Determine )l(in})f(x) justificando sua resposta com argumentos ¢ e 6§
flx)=2x+x+1, p=1
. 2 _
Resolugdo: Sabemos que o lim2x"+x+1=4 gesta maneira, para argumentar nessa

p-1

questdo iremos supor £>0 assim iremos exibir um § arbitrario. Seja €>0

2x2+x+1-4‘< € - |2x2+x-3‘< € resolvendo a equagdo quadratica e escrevendo

pelas suas raizes, obtemos que

2(X-1)(X+%)‘:|X-1||2X+3|< € assim podemos supor que

sem perda de generalidade podemos supor que § =1 assim vamos provar que \x - 1\ <6=1 dessa

forma obtemos que -1<x-1<1 assimobtemos que 3<2x+3< 7 retornando a expressao que

, . . € :
pode ser reescrita como 7|x-1|< € assim concluimos que |x-1‘<; assim tomando

. 3 , ~
S§=min (1, ;) concluimos a demonstragao.
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Figura 1. Representacao grafica do limite
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Fonte: Elaborados pelos autores, 2026

Conforme afigurailustra acima, podemos colocar os trés segmentos de reta que representam
essa aproximacao infinitesimal tdo préoximos quanto queiramos, porém eles nunca irdo se tocar.

Apds essa abordagem iremos abordar algumas propriedades entre limites para apds
apresentarmos a defini¢do de continuidade de uma fungao

Sejam f e g: X - R,p € X com lin})f(x)=l e lin;f(x)=m temos que

lim (f(x+g(x))=1 +m

)l(ifr;)(f(X)-g(X))=l .m
lim f(x):L

X=p g(x) m

lin})f(x)=l, lim f(x]=m temos que [=m (unicidade do limite)
X > X-p

Se fl(x)<g(x)<h(x)e 11?}Jf(x):)l<ifl})h(x)zl temos que lifl;g(x):l (teorema do

confronto)
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Exemplo 2: Empregue o teorema do confronto para demonstrar que as fun¢des ; — e
X

sen(x) o o
——,— convergem para o mesmo limite, quando o mesmo tende para infinito.
X

1 sen( x -

Resolugdo: Tomando f(x)=— g(x):# e h(X):, — obtemos que
X X X

1_sen(x) -1 | . . .

—<———=<— assim aplicando limite nas respectivas fungbes obtemos que

X X X

1 . sen(x) .. -1 _ o

lim ;S lim ———=<1lim — assim obtemos que o limite dessas fungdes tende para zero. A

X - 00 X - 00 X x>0 X

figura 2 ira ilustrar como as fungbes se entrelagam quando o seu limite tende para infinito.

Figura 2. Teorema do confronto
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Fonte: Elaborados pelos autores, 2026

Agora sera discutido as condi¢gdes de continuidade de uma fungdo de uma variavel real

assim diremos que uma fungdo f:X — IR diz-se continua no ponto a € X quando é possivel
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tornar f(x) arbitrariamente proximo de f(a) desde que se torne x suficientemente proximo de
a. (Lima, 2016).
Em termos mais precisos podemos supor € >0 um valor arbitrario, assim podemos exprimir

um >0 analogamente arbitrario tal que
V' e>0 7 §>0;a€ X, 0<|x-a|<§=|f(x)-f(a)|<e. Corréa (2006) destaca que: Isso
equivale a dizer que dado qualquer intervalo da forma (f(a)- g, f(a)+€) existira um intervalo (
a- 8, a+8) talque xe X n(a- &, a+8) implicaque f(x)e(fla)- e, fla)+e) .

Desta definigdo decorre a seguinte propriedade: Dizemos que f é continua se e somente

se f(a)=f(a)’ =f(a) em outros termos os limites laterais tanto pela esquerda quanto pela

direita tem que ser iguais. Dada as definicbes podemos utilizar o software para ilustrar alguns
exemplos de fungdes continuas e descontinuas.

2
x+1 se x=0

9 no ponto x=0 a é descontinua.
-x"-1 se x<0

Exemplo 3: Prove que a fungéof(X){

Resolugédo: Para resolvermos esta questdo é simples, basta apenas tomarmos os limites

. 2 _
laterais assim obtemos que o limite pela direita éhrn+x +1=1 ¢ o limite pela esquerda é

x -0

. 2 4 . . .
lim -x"-1=-1 assim obtemos que os limites laterais existem, porém como lim # hm_ ¢ obtemos

x-0 x>0 xo
que no ponto x=0 a fungao é descontinua, pois embora os limites laterais existem os mesmos séo

diferentes um do outro. A figura 3 ilustra como isso pode ser visualizado.
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Figura 3. Exemplo de fungéo descontinua
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Fonte: Elaborados pelos autores, 2026
2
x -1
- - — &se x#21 .
Exemplo 4: Prove que a funcdo definida f(X)— x-1 € continua no
2, se &x=1
ponto x=2.
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Resolugdo: a fungdo ja nos diz que o seu valor é 2 se x=1 assim s6 nos resta analisar

2

. . - . X
o caso em que xZ 1, portanto para o tal iremos utilizar limites  lim
x-1 X-

=2 assim comprovamos

que se trata de um caso envolvendo fungdes continuas. A figura 4 ilustra a sua continuidade.

Figura 4. Fungéo continua
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Fonte: Elaborados pelos autores, 2026

Exemplo 5: Uma fungdo mais elegante sera abordada: a fungéo conhecida como a fungao
de Dirichlet, essa fungéo foi introduzida pelo matematico, Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet

(1805-1859) a fungao é definida da seguinte forma:

f(x)= 1 se XEQC
0 se xe@
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Essa funcdo é descontinua em todos os pontos de IR e ela serve como ou exemplo ou
contraexemplo. Essa fungéo é descontinua em todos os pontos de IR. A demonstracdo desse fato
serd feita agora.

Resolugdo: Sabe-se que R=Q _ Q° ou seja, o complementarde Q é Q° que do ponto
de vista de IR Q“=]. Estabelecida as devidas notacdes, podemos continuar a demonstracéo.
Dada a definicdo de complementar sabemos que Q N I=_4 logo os conjuntos sdo disjuntos.

Como Q ¢é denso em IR, podemos supor a existéncia de pontos (xn) de numeros
racionais tal que xn — xo e f(xn) — 1. De maneira analoga existe uma sequéncia de numeros
irracionais (yn )que converge para x0, mas no seu contradominio f(yn) — 0#1. Assim provamos
que f é descontinua em todos os pontos de IR.

Foi feita uma tentativa de representar essa fungéo através do software GeoGebra, porém
ela se deu frustrada dada a sua caracteristica que é se assemelhar com a reta real, porém com

infinitas descontinuidades muito pequenas deve ser ressaltado que o GeoGebra ndo consegue
distinguir niumeros racionais dos irracionais.
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Figura 5. tentativa de representar a fungao de Dirichlet
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Fonte: Elaborados pelos autores, 2026

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

A proposta de utilizar o software GeoGebra nesta pesquisa fundamenta-se na possibilidade
de oferecer uma experiéncia didatica dindmica, que favorega a construcdo do conhecimento de
forma visual e interativa, superando a mera abstracdo e o uso exclusivo de féormulas matematicas.
O GeoGebra foi escolhido por ser um software livre, de facil manipulagao e por disponibilizar recursos
que estimulam a cognigéo e a curiosidade dos estudantes.
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Segundo Abar (2020), o uso de tecnologias digitais, como o GeoGebra, potencializa as
estratégias metodolégicas do professor, modernizando o ensino e transformando conteldos
abstratos em problemas e exercicios mais acessiveis. Os recursos visuais e manipulaveis do
software tornam as aulas mais atrativas, promovendo maior engajamento dos alunos e favorecendo
0 aprendizado ativo.

Para alcancar os objetivos deste estudo, foi realizada uma revisao sistematica da literatura,
de carater descritivo, com base em artigos, trabalhos de conclusdo de curso e dissertagcdes de
mestrado que abordam o ensino de limites e continuidade com apoio do GeoGebra. A pesquisa foi
conduzida na plataforma Google Académico, considerando publicagdes a partir de 2020, utilizando
como palavras-chave: “ensino do calculo integral e diferencial com a utilizagdo do GeoGebra” e
“limite e continuidade através do GeoGebra”. Foram incluidos apenas estudos realizados no Brasil
e que tratavam especificamente da aplicacdo do software no ensino de calculo. Trabalhos que nao
atendiam a esses critérios foram excluidos.

Observou-se uma lacuna significativa na produgao académica sobre o tema, o que aponta
para a necessidade de futuras investigacbes e para o fortalecimento do compartiihamento de
experiéncias sobre o uso de tecnologias digitais no ensino de conceitos fundamentais do calculo. O

Quadro 1, a seguir, sintetiza a abordagem metodolégica dos trabalhos analisados.

Quadro 1. Trabalhos Analisados
AUTORES TITULOS POSSIBILIDADES METODOLOGICAS

O trabalho introduz o texto através do contexto

) ) o historico e ap6s essa introducdo, o mesmo
Um Universo interdisciplinar o o ]
] ) ) aborda limite e continuidade através do
. chamado célculo diferencial
Junior . B GeoGebra, onde o mesmo demonstra como
e integral: Concepgbes e )
(2020) L construir no software. Outro ponto a ser
Aplicacdes ] ) ]
ressaltado é que o artigo aborda a derivada e

a integral da mesma maneira.

O trabalho busca entender de que maneira o
uso do software GeoGebra pode contribuir para
Nagamine Definicao formal de limites: 0 ensino e a aprendizagem dos conceitos
(2023) 0 GeoGebra pode ajudar? envolvendo a definicdo formal de limites. Onde
o autor demonstra como a fungbes se

comportem dentro do plano cartesiano. Deve

ser ressaltado que o autor demonstra como
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criar exemplos no GeoGebra.
O presente trabalho tem como objetivo abordar
os conceitos de limite e continuidade com o
) L o auxilio do GeoGebra através de uma sequéncia
Feitosa; Uma sequéncia didatica
) i o didatica, ou seja, 0 mesmo se propde a obter
Rodrigues para o ensino de limite e
o uma coleta de dados assim dando
(2023) continuidade
embasamento sobre a aplicabilidade do
software.
Fonte: Elaborado pelos autores, 2026.
Junior (2020) aborda os trés principios fundamentais do calculo — limites, derivadas e

integrais — utilizando o software GeoGebra para apresentar inUmeros exemplos praticos. Com
destaque para limites e continuidade, o autor demonstra detalhadamente como construir exemplos
no GeoGebra, oferecendo um guia valioso para a criagao de situagdes semelhantes e evidenciando
a aplicabilidade da ferramenta no ensino desses conceitos.

Ja o estudo de Nagamine (2023) concentra-se na definicao formal de limite, explorando de
maneira inovadora o uso do GeoGebra como mediador entre o rigor matematico e a compreensao
intuitiva. O autor apresenta os argumentos envolvendo © e € com clareza, tornando o conceito
acessivel mesmo para alunos que costumam temer o formalismo em seus primeiros contatos com
a Analise. Esse trabalho também pode servir como referéncia para a construgao de novos exemplos
didaticos com base na metodologia apresentada.

Por sua vez, Feitosa e Rodrigues (2023) prop6em uma abordagem pedagdgica centrada na
elaboragao de uma sequéncia didatica mediada pelo GeoGebra. Considerando o software como
uma ferramenta de geometria dindmica de baixo custo e facil acesso, os autores desenvolveram
atividades direcionadas a licenciandos em matematica de uma universidade publica no Amazonas.
Apds a resolugdo das questdes propostas, os alunos utilizaram o GeoGebra para explorar
graficamente os conceitos abordados. Os resultados da pesquisa revelaram dados satisfatorios,
comprovando a eficacia tanto da sequéncia didatica quanto do uso do GeoGebra como recurso de

apoio no ensino de limites e continuidade.

4. CONSIDERAGOES
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Um software educacional ndo deve atuar apenas como facilitador do processo de ensino-
aprendizagem, mas também como instrumento de mediagdo cognitiva, capaz de desenvolver
habilidades, favorecer a construgdo de conceitos e estimular a participagédo ativa dos sujeitos na
elaboragao do conhecimento matematico. Nesse contexto, 0 GeoGebra, com sua proposta interativa
e intuitiva, tem se mostrado uma ferramenta eficiente para integrar recursos visuais a pratica
pedagdgica, promovendo maior envolvimento dos estudantes com os conteudos.

Seu modelo inovador, que combina algebra, geometria, calculo e estatistica em um Unico
ambiente digital, tem sido bem aceito pelos alunos, sobretudo por sua acessibilidade, simplicidade
de uso e capacidade de tornar visiveis conceitos abstratos. Para que esse potencial seja plenamente
explorado, é essencial que os professores também o incorporem em suas metodologias, 0 que
requer formag&o continuada, apoio institucional e incentivo ao uso de tecnologias no ensino da
Matematica.

A adogao do GeoGebra configura-se como uma agao de baixo custo operacional e alta
eficacia pedagogica, impactando positivamente tanto a pratica docente quanto a qualidade do ensino
oferecido, especialmente em contextos onde os recursos materiais séo limitados, como em muitas
realidades da regido amazonica. O uso do software estimula o pensamento criativo, a resolugao de
problemas em grupo e a aprendizagem colaborativa, tornando-se um recurso dindmico para
aprimorar praticas pedagdgicas.

Além disso, o GeoGebra contribui significativamente para o dominio de conteudos
fundamentais do Calculo e da Analise, como o estudo de limites e continuidade de funcgbes, ao
permitir simulagdes visuais, manipulagcdes de graficos em tempo real e experimentacbes que

enriguecem a compreensao conceitual e fortalecem a articulagdo entre teoria e pratica.
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