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RESUMO

Este artigo trata a geometria do hipercubo e suas aplicagcées na teoria dos grafos e em problemas
computacionais, destacando suas propriedades estruturais e seu potencial de uso em contextos de
analise e modelagem. O objetivo central do estudo é identificar as solugdes computacionais que
utilizam a arquitetura do hipercubo e o grafo hipercubo na resolugdo de diferentes tipos de
problemas. Busca-se compreender como essas estruturas sdo empregadas em distintos contextos,
evidenciando suas caracteristicas, vantagens e possibilidades de aplicacdo em diversas areas da
computacdo. A abordagem metodologica possui carater tedrico e dedutivo, apoiando-se em
definicdes, além do uso de ilustragbes graficas e simulagbes computacionais para apoiar a
compreensao das estruturas analisadas. Para a condugdo da pesquisa, adotou-se o método de
revisdo integrativa da literatura, orientado pelo protocolo PRISMA, com a realizagdo de buscas
sistematicas nas bases SciELO, IEEE Xplore e MyEBSCO. Ao todo, foram analisados 11 artigos
selecionados a partir das buscas realizadas, além de 8 trabalhos previamente incluidos devido a
sua relevancia tedrica para o tema, totalizando 19 estudos examinados. Como resultado
complementar da revisdo, foi desenvolvida uma biblioteca em linguagem Python contendo
implementacdes computacionais identificadas na literatura, com o objetivo de apoiar a exploragao
pratica das solugbes encontradas.

PALAVRAS-CHAVE: Hipercubo. Teoria dos Grafos. Grafo Hipercubo.

ABSTRACT

This article discusses hypercube geometry and its applications in graph theory and computational
problems, highlighting its structural properties and potential use in analysis and modeling contexts.
The central objective of the study is to identify computational solutions that utilize the hypercube
architecture and hypercube graph in solving different types of problems. It seeks to understand how
these structures are employed in different contexts, highlighting their characteristics, advantages,
and application possibilities in various areas of computing. The methodological approach is
theoretical and deductive, relying on definitions, as well as the use of graphical illustrations and
computational simulations to support the understanding of the analyzed structures. For the research,
the integrative literature review method was adopted, guided by the PRISMA protocol, with
systematic searches in the SciELO, IEEE Xplore, and MyEBSCO databases. In total, 11 articles
selected from the searches were analyzed, in addition to 8 works previously included due to their
theoretical relevance to the topic, totaling 19 studies examined. As a complementary result of the
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review, a Python library was developed containing computational implementations identified in the
literature, with the aim of supporting the practical exploration of the solutions found.

KEYWORDS: Hypercube. Graph Theory. Hypercube Graph.

RESUMEN

Este articulo analiza la geometria del hipercubo y sus aplicaciones en la teoria de grafos y problemas
computacionales, destacando sus propiedades estructurales y su potencial uso en contextos de
analisis y modelado. El objetivo central del estudio es identificar soluciones computacionales que
utilicen la arquitectura y el grafo del hipercubo para resolver diferentes tipos de problemas. Busca
comprender como se emplean estas estructuras en distintos contextos, resaltando sus
caracteristicas, ventajas y posibilidades de aplicacion en diversas areas de la computacion. El
enfoque metodologico es tedrico y deductivo, basado en definiciones, asi como en el uso de
ilustraciones graficas y simulaciones computacionales para facilitar la comprension de las
estructuras analizadas. Para la investigacion, se adopté el método de revisiéon bibliografica
integradora, guiado por el protocolo PRISMA, con busquedas sistematicas en las bases de datos
SciELO, IEEE Xplore y MyEBSCO. En total, se analizaron 11 articulos seleccionados de las
busquedas, ademas de 8 trabajos previamente incluidos por su relevancia teérica para el tema, lo
que suma un total de 19 estudios examinados. Como resultado complementario de la revision, se
desarroll6 una biblioteca de Python que contiene implementaciones computacionales identificadas
en la literatura, con el objetivo de apoyar la exploracién practica de las soluciones encontradas.

PALABRAS-CLAVE: Hipercubo. Teoria de grafos. Grafo hipercubo.
1. INTRODUGAO

O hipercubo é um objeto geométrico de grande relevancia na matematica discreta,
caracterizado como a generalizacdo do quadrado e do cubo para dimensdes superiores. Sua
estrutura apresenta propriedades notaveis, como simetria, regularidade, didmetro limitado e alta
conectividade, que o tornam adequado para modelagem de sistemas complexos. Quando
representado como grafo, denominado grafo de hipercubo, cada vértice corresponde a uma
sequéncia binaria de comprimento n, e cada aresta conecta dois vértices cujas sequéncias diferem
em exatamente uma uUnica coordenada (ou seja, em apenas um bit). Essa representagdo permite
explorar o hipercubo em contextos computacionais, oferecendo vantagens em termos de otimizagéo
de algoritmos, paralelismo e roteamento de redes. Além disso, os grafos de hipercubo apresentam
potencial de aplicagcdo em problemas de analise de redes, onde suas propriedades estruturais
podem facilitar a detecgdo de padrdes, célculo de métricas de centralidade, avaliacdo de robustez
e compreensdo de relagbes complexas entre elementos de uma rede. Observa-se, ainda, a
escassez de exemplos de aplicagbes computacionais praticas envolvendo o hipercubo
desenvolvidas em linguagem Python. Embora existam diversas aplicagdes cientificas
implementadas em multiplas linguagens de programacgao, muitas delas sdo pouco difundidas ou
adotadas, o que dificulta sua reutilizagéo e replicabilidade. O estudo do hipercubo e de seus grafos
também ndo se restringe apenas ao campo da teoria matematica, mas se estende a aplicagcbes

praticas, estabelecendo uma ponte entre conceitos abstratos e ferramentas computacionais. Dessa
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forma, essas estruturas podem ser exploradas em diferentes contextos, contribuindo para o

desenvolvimento de solu¢cdes em diversas areas da ciéncia e da engenharia. Este trabalho busca,
portanto, investigar as propriedades geométricas e combinatérias do hipercubo, analisar suas
representagcdes como grafos e explorar suas aplicagdes potenciais em diversos cenarios. Para
atingir este objetivo colocou-se como questao de pesquisa: Como a geometria do hipercubo e as
propriedades dos grafos de hipercubo podem ser exploradas em aplicagdes computacionais? Para
responder a esta pergunta de pesquisa colocou-se como objetivo principal: Investigar como a
geometria do hipercubo e as propriedades dos grafos de hipercubo podem ser aplicadas em
contextos computacionais, com foco em simula¢des de grafos multidimensionais.

A investigagdo sobre o hipercubo e grafos apresentam relevancia significativa tanto no
ambito tedrico quanto aplicado. Do ponto de vista matematico, o hipercubo constitui um objeto
geométrico de alta dimensao com propriedades estruturais notaveis, como regularidade, simetria,
conectividade e diametro limitado, que sdo fundamentais para a compreensao de grafos complexos
e a modelagem de estruturas combinatérias. Do ponto de vista computacional, os grafos de
hipercubo oferecem vantagens importantes em aplicagbes que envolvem algoritmos paralelos,
redes de comunicacao e andlise de grandes volumes de dados, devido a sua topologia altamente
conectada e previsivel. Além disso, a aplicacdo desses grafos em analise de redes complexas
representa uma oportunidade para explorar novas abordagens em contextos praticos, como redes
sociais, redes de informacgao e sistemas distribuidos. A pesquisa justifica-se pela necessidade de
compreender e explorar de maneira sistematica as propriedades do hipercubo, seus grafos e suas
aplicagbes computacionais, oferecendo contribui¢gdes tanto para a matematica discreta quanto para
a ciéncia da computagdo. Ademais, os resultados esperados podem servir como base para o
desenvolvimento de ferramentas e frameworks que auxiliem na modelagem e analise de redes
complexas, consolidando o hipercubo como uma alternativa pratica e tedrica relevante em estudos
futuros. Diante do exposto, torna-se evidente a necessidade de compreender, de forma sistematica,
as propriedades matematicas e estruturais do hipercubo e de seus grafos, de modo a fundamentar
suas aplicagées em computagao.

De acordo com Shyama e lyer (2023), o hipercubo apresenta propriedades Unicas que o
tornam uma estrutura de rede especialmente atrativa para aplicagbes em computagéo paralela.
Nessa mesma diregdo, Sundara Rajan et al. (2020) destacam que o hipercubo reline caracteristicas
que o colocam entre as principais opg¢des de topologia para sistemas de processamento e
computacao paralelos. Outra caracteristica relevante é a capacidade de imersao, que permite que
algoritmos originalmente desenvolvidos para uma determinada arquitetura possam ser mapeados
em outra. Essa propriedade, chamada de embeddings é especialmente importante para a
computacdo paralela, pois confere ao hipercubo a habilidade de simular arquiteturas paralelas de
forma eficiente (TAKEMOTO, 1998). Neste artigo, a préxima segao apresenta a revisao de literatura

e a fundamentagao tedrica, na qual serdo abordados os conceitos essenciais da geometria do
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hipercubo, a definicdo formal de grafos de hipercubo e suas principais propriedades estruturais,

além de nogdes fundamentais da teoria dos grafos e apresentacéo de aplicagdes computacionais.
Essa base tedrica é indispensavel para que se possa explorar de maneira consistente as aplicagdes
praticas do hipercubo, permitindo a formulacdo de hipéteses, a realizagdo de experimentos
exploratorios e a proposigao de estratégias de utilizagcdo em problemas computacionais.

2. REFERENCIAL TEORICO

Na revisao de literatura optou-se pela implementagao da reviséo integrativa com consultas
as bases de dados SciElo, uma das mais importantes bases de peridédicos nacional, da IEEE Xplore
e MyEBSCO, reconhecidas mundialmente pela exceléncia em publicagdes de natureza técnico-
cientifica. Para este fim, optou-se pela seguinte string de consulta, (graph) AND (hypercube) e
(grafo) AND (hipercubo), aplicada somente a artigos que possuiam os termos no titulo e resumos,

além dos seguintes critérios de inclusdo e exclusdo apresentados no Quadro 1.

Quadro 1. Critérios de inclusdo e excluséo

Critérios de Inclusdo

N° | Critério Descrigdo

1 Idiomas Portugués e inglés

2 | Periddicos | Foram aceitos somente artigos publicados em jornais e revistas cientificas

e de acesso publico ou com autenticagao por instituicdo de ensino superior

Periodo Foram aceitos somente artigos no periodo de 2016 a 2025

Tema Relacionados a hipercubos, grafos de hipercubos e suas aplicacdes

Critérios de Exclusao

N° | Critério Descrigao

1 | Tema Foram excluidos textos que nao abordam o tema de pesquisa, além de

artigos que nao apresentam solugdes computacionais

2 | Periodo Nao foram aceitos artigos publicados de forma antecipada

Fonte: Dos autores

Também foram integrados na revisao de forma prévia, textos considerados relevantes ao
estudo, como livros, paginas web e artigos entre outros tipos de documentos, que tratam do tema,

mesmo que de forma isolada, sem critério de periodo.
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2.1. Resultados da Revisao de Literatura

A revisdo de literatura resultou em 52 artigos consultados, sendo 2 da SciElo, 14 da IEEE
Xplore e 36 da MyEBSCO, na primeira fase da revisdo. Nesta fase ndo houve resultados para
buscas em portugués, somente para a string em inglés. Nas plataformas IEEE Xplore e MyEBSCO
foram utilizadas credenciais académicas para autenticagdo e busca. Destes artigos, 8 artigos
encontrados na IEEE Xplore foram excluidos por falta de acesso, ou ainda por estarem de acordo
com critérios relacionados ao tema da pesquisa. Também foi excluido da pesquisa 1 artigo da SciElo
por ndo se adequar ao tema de pesquisa. Dos 36 artigos encontrados na MyEBSCO, 32 foram
excluidos por ndao estarem de acordo com o tema da pesquisa. Este procedimento totalizou 41
artigos excluidos. Por fim, foram aceitos na revisdo 11 artigos, 1 da SciElo, 6 da IEEE Xplore e 4 da
MyEBSCO na segunda fase da revisdo. Também foram adicionados ao estudo, em uma consulta
prévia a revisdo de literatura, 1 artigo, 3 livros, 1 dissertagcédo, 1 tese e mais 2 documentos em
paginas web, por serem trabalhos relevantes e estarem de acordo com o tema trabalhado na

pesquisa, totalizando 19 textos na reviséo de literatura. O Quadro 2 apresenta a lista dos textos da

revisao.
Quadro 2. Lista de artigos selecionados na revisao
Lista de Artigos
(Continua)

N° | Titulo Autores Ano

1 Trajectory Graphs Appearing from the Skein | Sagols et al. 2016
Problems at the Hypercube
Constellation Design with Hypercube Graphs Mishra et al. 2023

3 | Topology Design and Graph Embedding for | Duan et al. 2024
Decentralized Federated Learning

4 | Design and analysis of the rotational binary graph | Seo; Lee. 2020
as an alternative to hypercube and Torus

5 | Full Binary Tree-Based Fixed Degree Graph Design | Seong et al. 2023
and Parallel Algorithm

6 The Characterizations of Hyper-Star Graphs | Rao; Zhang. 2018
Induced by Linearly Separable Boolean Functions

7 | A Characterization of Distance Matrices of Weighted | Rubei; Ziani. 2020
Hypercube Graphs and Petersen Graphs
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8 | Set-to-Set Disjoint Paths Problem in Mébius Cubes | Ichida; Kaneko. 2022
Lista de Artigos

(Concluséo)
N° | Titulo Autores Ano
9 | 1-Perfect Codes Over the Quad-Cube Jha. 2022
10 | Graph embedding strategy for efficient routing and | Navis; Marappan. 2025

optimal wavelength assignment in array-based
WDM optical networks with enhanced hypercube

topology
11 | The quantum hypercube as a k-mer graph Becerra-Gavino; Barbosa- | 2024

Santillan.

Fonte: Dos autores

O Quadro 3 apresenta a lista dos textos integrados de forma prévia a reviséo de literatura.

Quadro 3. Lista de textos adicionais

N° | Titulo Autores Tipo Ano

1 Sintese de Algoritmos Paralelos para o n- Song. Tese 1991
cubo binario

2 | O Método do Desdobramento Recursivo para | Takemoto. Dissertagcéo | 1998

Imersao em Hipercubos e suas Aplicagoes

3 | Introduction to Graph Theory West. Livro 1996
4 | Grafos: Conceitos Fundamentais, Algoritmos | Paulo César | Livro 2022
e Aplicacdes Rodacki Gomes.
5 | Hypercube Wolfram Pagina web | 2025
Research.
Hypercube Wolfram|Alpha. Pagina web | 2025
Introdugdo a Computacao e Informagao Almeida. Livro 2020

Quantica: Incluindo Algebra Linear com Kets
e Bras

8 | Topological Indices, Graph Spectra, Balasubramanian. | Artigo 2023
Entropies, Laplacians, and
Matching Polynomials of n-Dimensional

Hypercubes

Fonte: Dos autores
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A Figura 1 apresenta o diagrama do protocolo PRISMA para a pesquisa.

Figura 1. Diagrama do Protocolo PRISMA

Identificacao de novos estudos por meio de bases de dados e
Estudos Anteriores iz R R p )
repositorios

Registros removidos
Estudos incluidos Registros identificados antes da triagem:
em versdes em: B Registros removidos por
anteriores da Bancos de dados (n = 316) estarem em desacordo
revisao (n=8) com os critérios de

incluséo (n = 264)

Registros analisados: Registros excluidos:
(n=52) (n=41)

Publicacdes nao
Publicacées recuperadas: i

_ recuperadas:
(n=11) n=0)
Publicacoes avaliadas Publicagoes excluidas:
quanto a elegibilidade: (n=0)
(n=11)

Numero total de estudos
incluidos na revisao:
(n=8)
Publicagées do nimero
total de estudos
incluidos
(n=19)

Fonte: Dos autores
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2.2, Analise

A seguir tem-se uma breve analise dos artigos de revisdo integrativa deste trabalho de
pesquisa, em que sao investigados 11 artigos consultados em bases como a SciElo, IEEE Xplore e
MyEBSCO. Além de um resumo dos assuntos tratados pelos artigos, € realizada uma mencgao de
aplicaces praticas de grafos hipercubos.

No trabalho Trajectory Graphs Appearing from the Skein Problems at the Hypercube dos
autores Sagols, Feliu Morales-Luna, G. Buitrén-Damaso de 2016. O artigo formaliza os Skein
Problems em grafos hamiltonianos e demonstra sua redugcdo ao Problema da Independéncia em
Teoria dos Grafos. Destaca o uso potencial desses problemas em criptografia, especialmente em
protocolos de autenticagdo de mensagens e identificacdo de entidades. O texto ainda apresenta
uma boa conceitualizagdo matematica com exemplos de aplicagdo computacional utilizando
paradigma estruturado. No artigo os autores apresentam um algoritmo completo escrito em
linguagem open-source Ruby para calcular trajetérias (paths) em grafos hipercubo. Este algoritmo
apresenta baixa complexidade e pode ser transcrito para outras linguagens de programagao como
Python, por exemplo.

Constellation Design with Hypercube Graphs dos autores Kumar V. Mishra, Sunder Ram
Krishnan, Brian M. Sadler, 2023. Este estudo aborda a reducédo de PAPR (Peak-to-average power
ratio, relagdo poténcia pico-média) em sistemas de comunicacdo OFDM (Orthogonal frequency
division multiplexing, multiplexagéo ortogonal por divisdo de frequéncia), utilizando hipercubos para
representar constelagbes de sinais. Propde uma abordagem baseada em grafos para encontrar
mapeamentos Gray 6timos, demonstrando redugdo média de 9—-10 dB no PAPR com eficiéncia
computacional. O artigo também apresenta boa fundamentagdo matematica dos grafos de
hipercubos, além de exemplos graficos e um algoritmo de heuristica para encontrar um mapeamento
de PAPR.

No artigo Topology Design and Graph Embedding for Decentralized Federated Learning de
Yubin Duan, Xiuqi Li e Jie Wu (2024), os autores abordam a otimizag&o da eficiéncia de treinamento
no Aprendizado Federado Descentralizado (DFL), no qual a sincronizagdo dos modelos ocorre por
comunicagao dispositivo-a-dispositivo (D2D), eliminando o servidor central e reduzindo gargalos. O
principal desafio € que a convergéncia depende fortemente da topologia da rede e da
heterogeneidade dos dados. Para enfrentar esse problema, os autores propdem estratégias de
construcdo de grafos baseadas em maxima similaridade, como o Hipercubo (HGC), utilizando o
algoritmo de Blossom para pareamento perfeito, e Torus (TGC), por meio de um método heuristico,
além de esquemas de sincronizagao como a Sincronizagao Sequencial (SS), que reduz o numero
de comunicagdes por rodada, e a Sincronizagdo em Lote (Batch), que ajusta a frequéncia de

comunicagao via mascaras binarias.
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Os experimentos demonstram que a topologia de hipercubo apresenta convergéncia mais

rapida devido ao maior intervalo espectral, superando anel e torus. Os métodos HGC e TGC
reduziram a heterogeneidade efetiva entre vizinhos, alcangando desempenho préximo ao 6timo com
complexidade polinomial. Como solug¢ao geral, os autores propdem modelar o problema como um
embedding de grafos, combinando topologias de diametro logaritmico com esquemas de
comunicagao eficientes para tornar o DFL mais robusto em redes descentralizadas, como as
baseadas em 5G. Além disso, o texto possui boa conceitualizagdo matematica e apresenta
algoritmos claros e passiveis de serem transcritos para linguagem Python.

Design and Analysis of the Rotational Binary Graph as an Alternative to Hypercube and
Torus dos autores Junghyun Seo, HyeongOk Lee, 2020. Propée o Rotational Binary Graph (RBG)
como alternativa ao hipercubo e ao toro, combinando baixo didmetro e grau constante. O estudo
analisa propriedades topoldgicas, construgdo de arvores geradoras, custo de rede e algoritmo de
broadcast, mostrando que o RBG oferece vantagens em escalabilidade e eficiéncia. O artigo faz
ainda uma comparacgao de custos entre o design RBG e outras arquiteturas que se utilizam de
objetos espaciais, além de exemplos de algoritmos e grafos. O texto apresenta trés exemplos de
algoritmos, o algoritmo 1 para construgdo de um BST (Binary Spanning Tree), algoritmo 2 para
implementacéo do Simple routing e o algoritmo 3 para Broadcasting.

Em Full Binary Tree-Based Fixed Degree Graph Design and Parallel Algorithm, dos autores,
Bo Ok Seong, Jin-Hyeok Jang e Hyeong Ok Lee (2023), os autores propdem o Tree-baseGraph,
uma nova topologia de rede de interconexao para processamento paralelo baseada em uma arvore
binaria cheia com grau fixo de trés. O diferencial desta estrutura é a inclusdo de arestas adicionais
conectando o no6 raiz aos nés folha e as folhas entre si, o que reduz o didmetro da rede para 2n—2
e otimiza o custo de rede (produto entre grau e diametro). Comparado a topologias tradicionais como
mesh, torus e honeycomb mesh, o Tree-baseGraph apresenta uma melhoria de cerca de 50% na
eficiéncia de custo. Além do design estrutural, o estudo analisa algoritmos fundamentais para a
operagdo da rede, incluindo um esquema de roteamento simples e um algoritmo recursivo para
encontrar um ciclo Hamiltoniano. Os autores também comprovam a existéncia de trés caminhos
paralelos disjuntos por nés (denominados Tree, Inside e Outside), que aumentam a velocidade de
transferéncia de dados e garantem tolerancia a falhas, permitindo rotas alternativas caso um né
falhe. Os resultados validam o Tree-baseGraph como uma arquitetura robusta para computacao de
alto desempenho, superando as limitagdes de custo de hardware e processamento de modelos
preexistentes. Ademais, o algoritmo proposto para a construgdo da topologia Tree-baseGraph
apresenta implementagéo relativamente simples em Python, favorecendo sua adogéo pratica e
reprodutibilidade experimental.

The Characterizations of Hyper-Star Graphs Induced by Linearly Separable Boolean
Functions, dos autores Yanyi Rao; Xianda Zhang (2018), aborda a caracteriza¢ao de grafos hyper-

star, definidos como a unido de varios hipercubos que compartilham pelo menos um vértice comum,
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denominado fonte estelar (star-source). Os autores estabelecem uma relagdo fundamental ao
demonstrar que toda fungdo Booleana linearmente separavel induz um subgrafo no hipercubo n-
dimensional que possui obrigatoriamente a estrutura de um hyper-star. O estudo detalha
propriedades métricas desses grafos, comprovando que eles sdo sempre conexos e que seu
diametro é limitado pelo seu grau maximo, além de explorar a relagédo entre a fonte estelar e o grau
dos vértices.

Para operacionalizar esse conceito, a pesquisa propde trés algoritmos principais: um para
a decomposigdo de um hyper-star em seus sub-hipercubos maximos, um para o reconhecimento
(determinagao) de se um grafo € um hyper-star com complexidade de tempo e um algoritmo para a
construgdo de todos os hyper-stars de n vértices. Os resultados indicam que essa abordagem
baseada em teoria dos grafos é mais eficiente para o estudo e identificagdo de fungdes linearmente
separaveis do que métodos computacionais anteriores, sendo util para aplicagcbes em redes neurais
artificiais e teoria da confiabilidade.

A Characterization of Distance Matrices of Weighted Hypercube Graphs and Petersen
Graphs de Elena Rubei, Dario Villanis Ziani, 2020. Caracteriza matrizes de distancia de hipercubos
ponderados e do grafo de Petersen, mostrando que nem todo grafo bipartido n-regular com vértices
€ necessariamente um hipercubo. O estudo contribui para analise métrica de grafos ponderados e
relacdes topoldgicas especificas, além de trazer bons exemplos de aplicagdo computacional. O
algoritmo apresentado no texto possui diversos comentarios e € de facil implementagéo, porém nao
esta em linguagem Python, sendo necessario a conversao para esta linguagem de programagao.

No artigo, Set-to-Set Disjoint Paths Problem in M6bius Cubes, dos autores Hiroyuki Ichida e
Keiichi Kaneko (2022), tratam do problema de encontrar caminhos disjuntos por vértices entre dois
conjuntos, S e T, em cubos de Mdbius, uma topologia de rede de interconexdo para sistemas
paralelamente massivos. Os cubos de Moébius sdo destacados por apresentarem um diametro quase
50% menor do que o de um hipercubo comum com o mesmo numero de noés, além de possuirem
uma estrutura recursiva que facilita o desenvolvimento de algoritmos eficientes. A resolugao do
problema set-fo-set € fundamental para garantir comunicagdes seguras, tolerancia a falhas e
aproveitamento total da largura de banda em supercomputadores.

A solucao proposta € o Algoritmo S2S, que opera em trés casos distintos dependendo da
distribuicdo dos vértices de origem e destino nos sub-cubos da rede. O algoritmo apresenta uma
complexidade de tempo de e garante que o comprimento maximo dos caminhos gerados seja de
2n—2, superando o desempenho de algoritmos genéricos anteriores. Resultados de experimentos
computacionais revelaram que, na pratica, o algoritmo & ainda mais eficiente, confirmando sua
utilidade pratica em sistemas de alto desempenho.

Em 1-Perfect Codes Over the Quad-Cube, do autor Pranava K. Jha (2022), o texto analisa

a presenca de codigos de corregao de erro, conhecidos como 1-perfeitos, na topologia de rede
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denominada quad-cube. O quad-cube é uma variagdo do hipercubo projetada para lidar com redes
de altissima escala, reduzindo a complexidade das conexdes fisicas sem perder a eficiéncia na
comunicacgao e a tolerancia a falhas. Esses cédigos sdo fundamentais pois permitem que o sistema
corrija automaticamente um erro simples em uma mensagem e detecte até dois erros, aumentando
significativamente a confiabilidade das transmissbes em supercomputadores e sistemas de
processamento paralelo.

Além da seguranca de dados, o estudo demonstra que esses cdodigos possibilitam o
posicionamento ideal de recursos essenciais na rede, como fontes de energia e bibliotecas de
dados. O autor comprova as condicbes necessarias para que a rede possa ser totalmente
organizada através desses codigos, garantindo que cada usuario esteja sempre diretamente
conectado a um unico ponto de recurso. Essa organizagao otimiza o desempenho global do sistema
e facilita a divisao da rede em agrupamentos menores e mais gerenciaveis, tornando o quad-cube
uma arquitetura robusta para o mundo digital.

O artigo Graph embedding strategy for efficient routing and optimal wavelength assignment
in array-based WDM optical networks with enhanced hypercube topology, de V. Vinitha Navis a,
Raja Marappan (2025), aborda o desafio de otimizar o roteamento e a atribuicdo de comprimentos
de onda em redes Opticas de alta velocidade, que utilizam a tecnologia de multiplexagao para
transmitir multiplos canais de dados simultaneamente através de sinais de luz. Os autores propéem
uma estratégia de incorporagcao de grafos que mapeia uma topologia de hipercubo aprimorado,
superior ao hipercubo tradicional em termos de eficiéncia, custo e tolerancia a falhas, em uma rede
organizada de forma linear. Para isso, utilizam um esquema de numeragao natural dos pontos de
conexao para reduzir o congestionamento e um algoritmo que considera as limitagdes fisicas do
hardware, permitindo o reuso de canais de luz em caminhos que nao se cruzam, o que minimiza a
quantidade de recursos necessarios para a transmissao.

Os resultados das simulagdes indicam que a solugao proposta supera significativamente os
métodos convencionais, garantindo uma alocacdo ideal de recursos com um tempo de
processamento reduzido. O estudo revela uma descoberta importante: a medida que o tamanho da
rede cresce, a necessidade de recursos da topologia aprimorada se torna quase idéntica a da versao
comum, provando que € possivel adotar estruturas mais robustas e rapidas sem custos adicionais
de complexidade éptica em larga escala. Essa abordagem é altamente vantajosa para sistemas que
exigem alta confiabilidade e baixa laténcia, como grandes centros de dados e supercomputadores,
onde a eficiéncia no trafego de dados e a resisténcia a falhas de componentes séo criticas.

The quantum hypercube as a k-mer graph, de Gustavo Becerra-Gavino e Liliana Ibeth
Barbosa-Santillan (2024), explora a intersecdo entre computagcdo quantica e bioinformatica,
propondo o uso de um hipercubo quantico para representar e buscar fragmentos de DNA,

conhecidos como k-mers. Nessa estrutura, as sequéncias genéticas sao codificadas em formato
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binario, permitindo que os estados dos qubits representem os vértices de um grafo onde a densidade
de informacao cresce de forma exponencial. Para realizar a busca de padrdes marcados, os autores
utilizam o algoritmo de caminhada quéantica (coined quantum walk search), que aproveita
propriedades quanticas para avaliar multiplos caminhos simultaneamente no espaco de busca.

Os resultados demonstram que o sucesso da busca nao é garantido em todos os casos,
dependendo da combinagéo entre a inicializagdo do sistema e o alvo desejado. A analise classificou
os resultados em diferentes categorias, revelando que apenas algumas configuragbes produzem
padrées de acerto fortes e repetiveis, enquanto muitas outras resultam em saidas aleatérias. O
estudo conclui que, embora a computag¢ao quantica prometa revolucionar a analise genémica pela
sua alta capacidade de processamento paralelo, o algoritmo ainda carece de consisténcia universal,
exigindo adaptagdes especificas para cada tipo de entrada para ser verdadeiramente pratico na

bioinformatica.
2.3. Fundamentacao tedrica

Inicialmente, buscar-se-a apresentar os fundamentos tedricos da geometria do hipercubo,
destacando sua construgdo a partir da generalizagdo do quadrado e do cubo para dimensdes
superiores. Para fins de compreensao intuitiva, serdo exploradas representagdes tridimensionais e
projecdes em dimensdes inferiores, de modo a facilitar a visualizacéo e interpretacdo de estruturas
de ordem mais elevada. A seguir, sera feita a caracterizacdo dos grafos de hipercubo. Essa
abordagem permitird compreender o hipercubo ndo apenas como objeto geométrico, mas também
como estrutura algébrica e combinatéria, estabelecendo as bases necessarias para a investigacao

de suas propriedades e de suas possiveis aplicagdes em problemas de computagéao.
2.3.1. A Geometria do Hipercubo

O hipercubo é uma generalizagdo do 3-cubo para n dimensdes, também chamado de n —
cubo ou politopo de medida (WOLFRAM RESEARCH, 2025). Desta forma, para n =1 tem-se um
segmento de reta, para n = 2 tem-se um quadrado, paran = 3, um cubo, paran = 4, um tesserato,

e assim por diante, como mostra a Figura 2.

ISSN: 2675-6218 - RECIMA21
Este artigo é publicado em acesso aberto (Open Access) sob a licenga Creative Commons Atribuigéo 4.0 Internacional (CC-BY),
que permite uso, distribuicdo e reprodugéo irrestritos em qualquer meio, desde que o autor original e a fonte sejam creditados.



v.7.n.4. 2026

\
REClMA21 REVISTA CIENTIFICA - RECIMA21 ISSN 2675-6218
N APLICACOES DA GEOMETRIA DO HIPERCUBO NA TEORIA DOS GRAFOS USANDO PYTHON
\_ J
Figura 2. Hipercubos de 1, 2 e 3 dimensdes
1-cubo 2-cubo 3-cubo

Fonte: Dos autores

Tem-se abaixo a Figura 3 do 4 — cubo ou tesserato.

Figura 3. Hipercubo 4-cubo ou tesserato

Fonte: WOLFRAM RESEARCH, (2025)

Na Figura 4 tem-se o grafo 8-cubo octaédrica do octdmero de agua com 256 vértices e 1024

arestas.
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Figura 4. Grafo 8-cubo do octdmero de agua

Fonte: BALASUBRAMANIAN, (2023)

O n — cubo possui V vértices, sendo que V = 2" indica a quantidade de vérticese A = 2" 1n
a quantidade de arestas conectando seus vértices (WOLFRAM|ALPHA, 2025). Para calcular a
quantidade de faces (quadrados) no hipercubo tem-se, F = 2" 3(n — 1)n.

Para calcularmos o numero de cubos existentes em um hipercubo podemos utilizar a
formula, ¢ = 2" *(n — 1)(n — 2)/3. Aplicando-se, por exemplo, no tesserato as equagdes para
calculo de numero de vértices, arestas, faces e cubos, tem-se, um total de 16 vértices, 32 arestas,
24 faces e 8 cubos.

2.3.2. Teoria dos Grafos

Um grafo pode ser entendido como uma abstragdo matematica que modela as relagdes
entre elementos de determinados conjuntos, tomadas de dois em dois. Dessa forma, um grafo pode
ser formalmente definido como um objeto G = (V, E) para um conjunto ndo vazio V de vértices e um
conjunto de arestas E em que cada aresta pertencente a E e pode ser compreendida como um par
nao-ordenado de vértices (u,v), com (u,v) €V (GOMES, 2022). Se uv € E(G) com E(G) =
{e4, ...ex } entdo u e v sdo adjacentes (WEST, 1996). Segundo o mesmo autor, um lago é uma aresta
que conecta um vértice a ele mesmo, enquanto arestas paralelas ou multiplas s&o aquelas que ligam
0 mesmo par de vértices. Um grafo simples €, portanto, aquele que ndo possui nem lagos nem
arestas multiplas. Além disso, um grafo € denominado finito quando seus conjuntos de vértices e
arestas contém um numero limitado de elementos (WEST, 1996). A Figura 5 mostra um exemplo de
grafo simples.
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Figura 5. Grafo G

Fonte: Dos autores

Em um grafo, considera-se que um par de vértices é conectavel quando existe um caminho
que une esses dois vértices (SAGOLS et al., 2016). Neste contexto, o hipercubo Q¢ pode ser
definido como um grafo contendo um conjunto de vértices {V:V < [n]} e um conjunto de arestas
com todos os seus pares {V,V'},emqueV < V'e |V| =|V'| -1, com [n] ={1,...,n} (AXENOVICH
et al., 2024).

Sejamuev €V, u=uUy_1Up_y .. Uyly € V = Vy_1Vp_y ... V1V duas cadeias de 7 bits. Um
hipercubo n-dimensional Q) de diametro n sdo todas as cadeias de 7 bits tidos como vértices. Além
disso, u e v sdo considerados adjacentes, se e somente se, h(u,v) = 1 em que h(u,v) é chamada
de distancia de Hamming entre u e v (SHYAMA; IYER, 2023).

O n — cubo binario, ou ainda hipercubo de dimensao 7, possui N nés, de forma que N = 2"
e cada n6 pode ser identificado por um endereco de 7 bits (SONG, 1991). Para Takemoto (1998),
uma rede implementada por hipercubo pode ser representada por um grafo em que os nds sao
rotulados por (strings) binarias com comprimento n, cujas arestas conectam dois ndés com rétulos
que diferem em uma posigao de bit. Sendo assim, cada bit do rétulo representa uma dimenséo do

hipercubo. A Figura 6 busca clarificar a propriedade.
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Figura 6. Hipercubo de dimens&o 3 com enderecamento de bits

100 101

000 001

10 m

010 on

Fonte: Dos autores

A fundamentacdo na Teoria dos Grafos é essencial para responder a questdo de pesquisa
proposta, pois € nesse arcabougo matematico que o hipercubo se configura formalmente como um
grafo cujos vértices representam cadeias binarias e cujas arestas conectam pares que diferem por
exatamente um bit, segundo a distancia de Hamming. Ao compreender conceitos como adjacéncia,
conectividade, caminhos, didmetro e estrutura de grafos simples, torna-se possivel analisar o
hipercubo como um caso particular de grafo regular e altamente simétrico, cujas propriedades
topolégicas favorecem aplicacbes computacionais. Assim, a investigagdo da geometria do
hipercubo, a luz da Teoria dos Grafos, permite explorar suas caracteristicas estruturais, como
paralelismo, baixa distancia entre nés e organizagao multidimensional, em simulagbes de grafos
multidimensionais, contribuindo para modelagem, roteamento, processamento paralelo e outras

aplicagdes em contextos computacionais.

3. METODOLOGIA

A abordagem metodolégica adotada possui carater tedrico e dedutivo, fundamentando-se
em uma revisdo bibliografica de autores das areas de matematica discreta e da computacao,
combinada a apresentacdo e andlise das propriedades do hipercubo e do grafo hipercubo.
Complementarmente, desenvolveu-se uma analise de natureza tedrico-computacional, que
envolveu a transcricdo de algoritmos para a linguagem Python e a realizagdo de experimentos

computacionais. Dessa forma, o procedimento metodoldgico buscou ndo apenas consolidar o
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embasamento tedrico acerca do hipercubo e de sua representagdo por meio de grafos, mas também

explorar suas potencialidades em contextos computacionais a partir da aplicagdo de algoritmos
identificados na revisdo de literatura. As simulacbes realizadas possibilitaram a analise das
propriedades estruturais dos grafos hipercubos em diferentes contextos.

Para a modelagem e visualizagao desses objetos matematicos, foi utilizada a linguagem
Python 3, juntamente com as bibliotecas NetworkX, Pandas e Matplotlib, com suporte da IDE
PyCharm. Os resultados obtidos nos experimentos computacionais foram organizados e
disponibilizados em uma biblioteca de cédigo em Python publicada na plataforma GitHub.

4. RESULTADOS E DISCUSSAO

A seguir, sdo apresentados os resultados obtidos a partir dessas simulagdes

computacionais.
4.1. Algoritmo Trajectory Graphs

O algoritmo Trajectory Graphs foi implementado em Python, usando o paradigma funcional,
a partir de exemplos apresentados no artigo de Sagols et al. (2016), Trajectory Graphs Appearing
from the Skein Problems at the Hypercube. Foram trés arquivos de codigos, o trajectory_graphs.py,
odd_hole.py e o arquivo main.py para gerenciar e executar os demais cédigos. O resultado da
execucao do algoritmo pode ser visto na Figura 7.

Figura 7. Resultado da execugéo do cédigo para trajectory_graphs

Fonte: Dos autores
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4.2, Algoritmo PAPR Mapping

O artigo de Kumar, Krishnan e Sadler (2023), Constellation Design with Hypercube
Graphs, também traz contribuigcdes importantes como o exemplo do algoritmo para encontrar um
mapeamento de baixo PAPR (relagdo poténcia pico-média). O algoritmo apresenta ainda uma
arquitetura formada por dois arquivos, sendo a fungao de mapeamento implementada em papr.py e

0 arquivo main.py como o arquivo principal do programa.

4.3. Algoritmo Rotational Binary Graphs

O artigo Design and Analysis of the Rotational Binary Graph as an Alternative to Hypercube
and Torus dos autores Junghyun Seo, HyeongOk Lee, (2020), também traz contribuicbes
importantes para a computagdo com o algoritmo Rotational Binary Graphs. A arquitetura do
programa €& formada por quatro arquivos, binary_spaning_tree.py, broadcasting.py,
simple_routing.py que implementam exatamente as solugdes computacionais apresentadas no
artigo e o arquivo main.py como o gerenciador da aplicacdo. Na Figura 8 tem-se o resultado da

execucgao do programa de Rotational Binary Graphs.

Figura 8. Resultado da execugéo do programa Rotational Binary Graphs

Fonte: Dos autores
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44, Algoritmo Distance Matrix

O artigo A Characterization of Distance Matrices of Weighted Hypercube Graphs and
Petersen Graphs de Elena Rubei, Dario Villanis Ziani (2020), trouxe o exemplo de calculo para
verificar se de D é a matriz de distancias de um hipercubo onde todas as arestas sao uteis.

A arquitetura da aplicacdo é formada por apenas 2 arquivos, o distance matrix.py e o

arquivo main.py.

4.5. Algoritmo Max Similarity

O artigo Topology design and graph embedding for decentralized federated learning, de
Yubin Duan, Xiugqi Li e Jie Wu (2024), apresenta trés algoritmos de max-similarity, para constru¢ao
do hypercubo e do torus, além de um algoritmo do esquema da sequéncia de comunicagédo. O
Algoritmo 1 (Max-similarity hypercube construction) constroi iterativamente um hipercubo d-
dimensional a partir de um grafo completo com matriz de similaridade, agrupando os nés em virtual
nodes e aplicando emparelhamento maximo ponderado (Blossom) para maximizar a similaridade
total a cada dimensao adicionada. O Algoritmo 2 (Max-similarity torus construction) organiza os nés
em uma estrutura de toro 2D, primeiro formando anéis locais com critério guloso de maxima
similaridade e depois conectando esses anéis em um anel de anéis, resultando em uma topologia
regular m x m que maximiza a similaridade global sob restricdo planar periédica. Ja o Algoritmo 3
(Sequential communication scheme) define um esquema deterministico de comunicagédo para um
hipercubo d-dimensional, no qual, a cada iteragdo, cada nd sincroniza com seu vizinho
correspondente a uma dimensao especifica, determinada por (i mod d). Esse mecanismo garante
comunicagao balanceada, cobertura completa das dimensdes apds d iteragdes e eficiéncia
logaritmica no didmetro da rede, sendo especialmente adequado para treinamento distribuido,
sincronizagao paralela e operagdes do tipo AllReduce em arquiteturas de alto desempenho. A Figura

9 mostra a construgéo do hipercubo de maxima similaridade.
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Figura 9. Construcdo do hipercubo de maxima similaridade

Fonte: Dos autores

A Figura 10 apresenta a construgéo grafica do torus de maxima similaridade.

Figura 10. Construgéo do torus de maxima similaridade

Fonte: Dos autores
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4.6. Parallel Algorithm

O artigo Full Binary Tree-Based Fixed Degree Graph Design and Parallel Algorithm, de Bo
Ok Seong, Jin-Hyeok Jang e Hyeong Ok Lee (2023), traz cinco algoritmos, simple_routing,
Hamiltonian cycle algorithm, parallel_path_algorithm, Inside(A, a) e Outside(A, a). Estes algoritmos
sao estratégias de roteamento em estruturas hierarquicas como arvores binarias implicitas ou redes
derivadas de hipercubos. O Simple Routing realiza o caminho classico entre dois nés subindo até o
ancestral comum mais préoximo e depois descendo até o destino, garantindo complexidade O(logN).
O Parallel Path otimiza essa ideia avaliando previamente, por meio de uma verificagédo estrutural
(como Check), qual direcdo produz menor expansao antes de aplicar o roteamento, podendo
inverter a ordem do percurso para melhorar eficiéncia. Ja os algoritmos /nside e Outside exploram
estratégias complementares: o Inside mantém o roteamento dentro da subéarvore que contém o
destino, expandindo até um nivel maximo e ajustando internamente antes de contrair; o Outside,
por sua vez, sai deliberadamente da subarvore atual, sobe até niveis superiores (ou até a raiz/borda
estrutural), percorre externamente e depois reentra na regido do destino.

O Hamiltonian Cycle difere dos demais por ndo ser apenas um algoritmo de roteamento
ponto-a-ponto, mas um método para construir um ciclo que visita todos os nés exatamente uma vez
antes de retornar ao inicio, sendo amplamente utilizado em grafos como hipercubos e redes
regulares para balanceamento e cobertura completa da topologia. Enquanto Simple Routing e
Parallel Path focam em caminhos eficientes entre dois nds especificos, e Inside/Outside exploram
decisbes estruturais baseadas em intervalos bindrios e niveis hierarquicos, o Hamiltonian Cycle
garante uma travessia global 6tima em termos de cobertura, frequentemente usada como base para
estratégias de comunicacéao paralela e escalonamento em arquiteturas distribuidas. Na Figura 11 &

o resultado da execugéao do algoritmo hamiltonian_cycle.
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Figura 11. Resultado da execucao de hamiltonian_cycle

Fonte: Dos autores

4.7. Algoritmo Hyper-Star

The Characterizations of Hyper-Star Graphs Induced by Linearly Separable Boolean
Functions, de RAO Yanyi e ZHANG Xianda (2018), apresenta trés algoritmos para constru¢ao da
hiper-star. Os algoritmos tratam da identificacdo, decomposicédo e expansao estrutural desse tipo
especifico de grafo, que é definido por vértices binarios com peso fixo (mesmo numero de bits 1) e
arestas determinadas por trocas envolvendo uma posicdo central. O DecompositionHyperStar
particiona uma Hyper-Star em componentes menores, escolhendo iterativamente vértices de grau
minimo, formando subconjuntos conectados com o0 mesmo grau minimo e removendo-os do grafo
até que ele fique vazio. Esse processo revela a estrutura interna do grafo e permite identificar
subcomponentes homogéneos.

O algoritmo IsHyperStar verifica se um grafo dado possui a estrutura caracteristica de uma
Hyper-Star. Ele procura um vértice que satisfaca a propriedade estrutural central: para todos os
outros vértices, deve existir a relagédo estrutural especifica que define a adjacéncia na Hyper-Star
(como a troca envolvendo uma posicao fixa). Caso tal vértice exista, o grafo é reconhecido como
uma Hyper-Star. Esse procedimento funciona como um teste de reconhecimento estrutural.

Ja o ExtendHyperStars constréi novas Hyper-Stars a partir de subconjuntos existentes,
adicionando vértices candidatos e verificando se o subgrafo resultante permanece conectado e
mantém a propriedade de Hyper-Star. Apds gerar possiveis extensdes, o algoritmo remove
estruturas isomorfas para evitar duplicagdes. Em conjunto, esses trés algoritmos permitem
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decompor, reconhecer e expandir Hyper-Stars, sendo Uteis na andlise estrutural e enumeragéo de

subgrafos em redes combinatérias. A Figura 12 mostra o grafo resultante do algoritmo
decomposition hyper-star.

Figura 12. Algoritmo Decomposition Hyper-Star

Fonte: Dos autores
4.8. Algoritmo Mobius Cube

Set-to-Set Disjoint Paths Problem in Mébius Cubes, de Hiroyuki Ichida e Keiichi Kaneko
(2022), apresenta o algoritmo SP (Shortest Path) para hipercubos que calcula um caminho minimo
entre dois vértices s e t explorando a representacéo binaria dos nés. Ele utiliza a operagdo XOR (w
= s @ t) para identificar quais bits diferem entre os dois vértices, pois cada bit diferente indica uma
dimensdo em que € necessario realizar uma transi¢do. O algoritmo percorre essas posi¢des de bits
e decide quais devem ser invertidas (flip) seguindo uma regra sequencial, construindo um conjunto
de dimensdes a serem alteradas. Em seguida, aplica essas inversdes ordenadamente a partir do
vértice inicial, garantindo que cada passo mude exatamente um bit, 0 que corresponde a percorrer
uma aresta do hipercubo. Como cada mudanca reduz a diferenca binaria entre s e t, o caminho
gerado tem comprimento igual a distdncia de Hamming entre os vértices, assegurando que seja um

caminho minimo. A Figura 13 mostra o resultado da execugéao do algoritmo.

ISSN: 2675-6218 - RECIMA21
Este artigo é publicado em acesso aberto (Open Access) sob a licenga Creative Commons Atribuigéo 4.0 Internacional (CC-BY),
que permite uso, distribuicdo e reprodugéo irrestritos em qualquer meio, desde que o autor original e a fonte sejam creditados.

[\
W



v.7.n.4. 2026

4 2
L
REC'MA21 REVISTA CIENTIFICA - RECIMA21 ISSN 2675-6218

APLICAGOES DA GEOMETRIA DO HIPERCUBO NA TEORIA DOS GRAFOS USANDO PYTHON

\_ J
Figura 13. Algoritmo Mobius Cube
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4.9. Algoritmo k-mer graph

The quantum hypercube as a k-mer graph, de Gustavo Becerra-Gavino e Liliana Ibeth
Barbosa-Santillan (2024), apresenta um algoritmo para representar sequéncias de DNA (k-mers)
como vértices de um hipercubo quantico, explorando a superposi¢do para busca paralela de
padroes. Os cédigos apresentados implementam essa ideia em trés etapas principais dentro da
biblioteca Qiskit. O algoritmo 1 define o shift operator do hipercubo 4D, responsavel por realizar as
transicdes entre vértices (estados) que diferem por um bit, usando portas X e Toffoli (CCX) para
simular a movimentagdo da caminhada quantica entre nés adjacentes. O algoritmo 2 inicializa o
circuito quantico com uma string binaria especifica, codificando o estado inicial que representa
determinado k-mer no espago do hipercubo.

Ja o algoritmo 3 implementa o operador de marcagao (oracle), que identifica o padrao alvo
dentro da superposicao. Ele aplica portas X condicionais para ajustar os qubits correspondentes aos
bits 0 do alvo, seguida de uma porta multi-controlada (MCT) para inverter a fase do estado marcado,
caracteristica fundamental do algoritmo de busca por caminhada quantica (coined quantum walk
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search). Em conjunto, esses blocos constroem o mecanismo de busca no hipercubo quantico:

inicializagéo do estado, evolug¢ado (caminhada) e marcagao do padrao desejado, permitindo explorar
paralelamente multiplos caminhos no espago combinatério dos k-mers. Embora o codigo original ja
houvesse sido implementado em linguagem Python, os autores o disponibilizaram no repositério do
GitHub: https://github.com/dti-data/quantum-k-mer-graph/tree/main, assim nao foi necessario o

desenvolvimento de um novo programa com a transcrigao do algoritmo.

4.10. Algoritmo Routing and Wavelength Assignment

No artigo Graph embedding strategy for efficient routing and optimal wavelength assignment
in array-based WDM optical networks with enhanced hypercube topology, de V. Vinitha Navis e Raja
Marappan (2025), os autores apresentam um algoritmo para o modelo estatico RWA (Routing and
Wavelength Assignment). O algoritmo realiza o célculo e a atribuicdo de comprimentos de onda (A)
as arestas do hipercubo, considerando restrigdes estruturais e de hardware. Inicialmente, ele calcula
0 conjunto de valores possiveis de A com base na paridade de n e r, por meio das fungdes auxiliares
w, calculate_w1 e calculate_ w2, que geram poténcias de 2 conforme regras combinatérias. Em
seguida, o algoritmo constroi ciclos especificos no hipercubo e tenta atribuir a cada ciclo um A
disponivel, verificando trés condi¢des principais: se os ciclos séo disjuntos, se o A ndo ultrapassa o
limite maximo por fibra e se o numero de portas por vértice ndo excede o permitido. Caso nenhuma
fibra existente suporte a nova atribuicdo, uma nova fibra é criada. O processo garante uma
distribuicdo valida de A respeitando simultaneamente as restricdes topolégicas do hipercubo e as

limitagdes fisicas da infraestrutura dptica.

4.11. Algoritmo Quad-Cube

Por fim, o artigo 1-Perfect Codes Over the Quad-Cube, do autor Pranava K. Jha (2022), nos
trouxe sete algoritmos para constru¢do do Quad-cube. Os Algoritmos 1 a 7 descrevem uma
construcao hierarquica e recursiva baseada em hipercubos e particdes estruturadas do espacgo
binario, utilizando deslocamentos por poténcias de 2 para organizar subconjuntos de forma
perfeitamente alinhada. O algoritmo 1 constréi particbes em cédigos de Hamming dentro do
hipercubo e que servem como blocos fundamentais. A partir dele, os algoritmos 2 a 6 expandem
essa estrutura por meio de lagos aninhados que introduzem novos niveis de organizagao formando
particdbes cada vez maiores através de somas estruturadas. Cada novo algoritmo corresponde a
uma ampliacdo da profundidade combinatéria, preservando regularidade e garantindo que os
conjuntos resultantes sejam disjuntos e cubram completamente o espago considerado.

O algoritmo 7 generaliza todo o esquema ao introduzir um parametro adicional t, permitindo
gerar familias completas de construgbes mantendo a cardinalidade estrutural. Em todos os casos,
o crescimento do tamanho dos conjuntos é exponencial, refletindo a natureza combinatéria do
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hipercubo e dos cdédigos envolvidos. A sequéncia de algoritmos mostra como uma parti¢éo inicial

baseada em cédigos de Hamming pode ser sistematicamente elevada para estruturas de grandes

dimensao, mantendo coeréncia algébrica e simetria binaria ao longo de todo o processo.

5. ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Diversos algoritmos relacionados a grafos hipercubo, descritos na literatura cientifica, foram
transcritos e simulados em linguagem Python com o objetivo de avaliar suas propriedades
computacionais e potencial de aplicacdo. Entre eles, destacam-se os algoritmos trajectory graphs
e odd_hole, baseados no trabalho de Sagols et al. (2016), que permitem gerar hipercubos de n
dimensbes, construir trajetérias no grafo e identificar ciclos impares. Os resultados foram
apresentados por meio de visualizagbes graficas, evidenciando a viabilidade da implementagao
computacional dessas estruturas.

Também foram implementados algoritmos voltados ao mapeamento e a organizagao
estrutural de grafos hipercubo, como o método de low PAPR mapping, que utiliza uma matriz de
permutacdo aproximada para realizar o mapeamento de bits, e o Rotational Binary Graph,
responsavel pela geracdo de uma arvore geradora binaria em um hipercubo. Este ultimo incluiu
ainda rotinas adicionais de roteamento e broadcasting entre nés, sendo um dos algoritmos mais
complexos implementados e apresentando bons resultados em termos de execucgao e visualizagao
grafica.

Outros estudos analisados incluem algoritmos de roteamento paralelo, geragdo de hyper-
star graphs e busca de caminhos minimos em Mébius cubes, todos transcritos para Python e, em
alguns casos, enriquecidos com recursos de visualiza¢ao gréafica para facilitar a analise estrutural
dos grafos. Além disso, foram explorados trabalhos relacionados a computagédo quéantica, como a
representacao de sequéncias de DNA em hipercubos quanticos utilizando a biblioteca Qiskit da IBM,
bem como algoritmos voltados a otimizagao de redes opticas e ao calculo de matrizes de distancia
em hipercubos. Neste caso, o algoritmo necessita de aprimoramentos para alcangar melhores
resultados em computagéo quantica.

Também foram implementados algoritmos associados a construgao de codigos perfeitos em
quad-cubes, que apresentam potencial aplicagdo em segurancga da informagéo e codificacado de
dados. De modo geral, os experimentos indicam que as estruturas baseadas em hipercubos
possuem amplo potencial de aplicacdo em areas como inteligéncia artificial, comunicagao em redes,
computacdo quantica e representacdo do conhecimento, especialmente quando integradas a
modelos formais como ontologias, taxonomias e Linked Data.

Com excegao do algoritmo k-mer graph, que nao foi transcrito para Python, e dos algoritmos
PAPR Mapping, Distance Matrix, Routing and Wavelength Assignment e Quad-Cube, que nao

apresentaram resultados graficos satisfatérios, todos os demais algoritmos foram adaptados para
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incluir rotinas de renderizagao dos resultados utilizando a biblioteca Matplotlib. Essa adaptacao

permitiu visualizar graficamente as estruturas e os caminhos gerados nos grafos, contribuindo para
a analise das propriedades dos modelos implementados.

Como perspectiva para trabalhos futuros, recomenda-se o uso de bibliotecas graficas mais
robustas, como PyVista, que oferecem recursos avangados de visualizagao tridimensional e melhor
desempenho na renderizagdo de estruturas complexas e de maior dimensionalidade. Essas
ferramentas podem ampliar significativamente a qualidade da visualizagéo e facilitar a analise de
grafos hipercubo em contextos cientificos e computacionais mais exigentes.

Por fim, recomenda-se o desenvolvimento de um servigo que disponibilize solugdes praticas
e de cddigo aberto a comunidade cientifica. O cddigo completo dos algoritmos encontra-se
disponivel no repositério GitHub: https://github.com/ivamgf/hypercube-algoritms, sob licenga

Creative Commons Zero v1.0 Universal e podem ser acessadas sem restrigdes.

6. CONSIDERAGOES

Este trabalho buscou investigar de que forma a geometria do hipercubo e as propriedades
dos grafos de hipercubo podem ser exploradas em aplicagdes computacionais. Para isto foram
transcritos para linguagem Python diversos algoritmos encontrados na literatura.

A partir da revisao de literatura, foram analisados onze textos selecionados, um disponivel
na SciELO, seis na IEEE Xplore e quatro na MyEBSCO, além de outros trabalhos complementares.
A revisdo permitiu identificar as principais propriedades matematicas do hipercubo, sua
representacdo como grafo e as aplicagbes existentes em computacéo, redes de interconexao e
analise de dados complexos.

Complementarmente, os resultados obtidos por meio das simulagées computacionais
apresentaram hipercubos de diferentes dimensdes, com grafos devidamente renderizados
utilizando a biblioteca matplotlib. Neste trabalho foram desenvolvidas seis solugées computacionais
sugeridas pela literatura utilizando linguagem Python como os algoritmos de Rotational Binary
Graphs, Max Similarity, Parallel Algorithm, Hyper-Star, Mobius Cube e o algoritmo de Trajectory
Graphs. Esses experimentos reforcam o potencial do hipercubo como ferramenta matematica e
computacional para a modelagem e a resolugdo de problemas complexos, tais como criptografia,
sistemas de comunicacao e técnicas de embeddings. Ademais, a biblioteca desenvolvida neste
estudo configura-se como uma contribuicdo relevante, ao disponibilizar um conjunto de algoritmos
funcionais e reutilizaveis que podem apoiar outros pesquisadores na exploragdo da arquitetura de
hipercubos em diferentes contextos cientificos e tecnolégicos.

Como recomendagédo para pesquisas futuras, sugere-se o aprofundamento das simulagdes
computacionais envolvendo hipercubos, bem como a implementagéo de algoritmos que viabilizem
a aplicacao pratica das solugdes identificadas na revisao de literatura.
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Adicionalmente, propde-se uma mudanga de paradigma na constru¢do do algoritmo,

adotando-se a orientagdo a objetos. Essa abordagem permitiria que as propriedades e os métodos
definidos para o hipercubo fossem reutilizados e herdados por outros algoritmos, favorecendo maior
modularidade, reutilizagao de cédigo e escalabilidade. Esse avancgo possibilitaria a consolidagéo de
um modelo mais robusto para a exploragéo de grafos hipercubo em aplicagdes praticas, ampliando
sua aplicabilidade e promovendo uma integragdo mais consistente entre a teoria matematica e a

simulagao computacional.
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