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RESUMO

Este artigo aborda a teoria de solugbes fracas para equagdes diferenciais parciais (EDPs)
elipticas lineares, aplicando o Teorema de Lax—Milgram como ferramenta central da Analise
Funcional. Diante das restricdes impostas pelas formulagdes classicas, torna-se natural recorrer
aos espacos de Lebesgue e de Sobolev, nos quais as solugdes sdo compreendidas em um
sentido fraco, possibilitando o estudo de problemas cujas derivadas ndo existem no sentido
classico. Inicialmente, apresentam-se os conceitos basilares dos espacgos funcionais envolvidos,
com énfase nos espagos de Hilbert e Sobolev e na desigualdade de Poincaré, essencial a
obtengcédo da coercividade das formas bilineares associadas aos operadores elipticos. Em
seguida, com base no Teorema de Representagdo de Riesz, demonstra-se o Teorema de Lax—
Milgram e analisam-se as condi¢gdes de continuidade e coercividade necessarias a existéncia e
unicidade de solugdes fracas em problemas variacionais. A metodologia utilizada consistiu na
revisdo bibliografica de abordagem dedutiva, estruturada em trés etapas: estudo dos espacgos
funcionais; desigualdade de Poincaré e formulacdo variacional; e a utilizacdo desse Teorema a
caracterizagao de problemas bem-postos no sentido de Hadamard. Também foram obtidas
estimativas a priori, fundamentais para o controle e a estabilidade das solu¢gdes. Como resultado,
verificou-se que o Teorema de Lax—Milgram constitui um método rigoroso para garantir a
existéncia e a unicidade de solugbes fracas de EDPs elipticas lineares. A sua aplicagdo ao
problema de Poisson confirmou a eficacia da formulagao variacional e dos métodos funcionais
na analise de EDPs.

PALAVRAS-CHAVE: Teorema de Lax-Milgram. EDPs Elipticas. Espagos de Sobolev.
Formulagao variacional. Solugdes Fracas.

ABSTRACT

This paper addresses the theory of weak solutions for linear elliptic partial differential equations
(PDEs), applying the Lax—Milgram Theorem as a central tool of Functional Analysis. In view of
the restrictions imposed by classical formulations, it becomes natural to resort to Lebesgue and
Sobolev spaces, in which solutions are understood in a weak sense, enabling the study of
problems whose derivatives do not exist in the classical sense. We present the basic concepts of
the involved function spaces, with emphasis on Hilbert and Sobolev spaces and on the Poincaré

! Doutor em Ciéncias Pedagdgicas pela Universidade de Ciéncias Pedagégicas Enrique José Varona (UCPEJV), Cuba.
Area de Especializagéo: Analise Matematica com Integragéo das Tecnologias de Informagéo e Comunicacéo. Mestre em
Matematica Pura, pela Universidade de Cabo Verde, Faculdade de Ciéncias e Tecnologia (FCT), convénio com a
Universidade de Coimbra, Portugal. Area de Especialidade: Equagdées Com Derivadas Parciais. Docente universitario e
chefe de Departamento de Ciéncias da Natureza e Ciéncias Exatas do Instituto Superior de Ciéncias de Educagéo
(ISCED) de Cabinda /Angola.

1
Este artigo é publicado em acesso aberto (Open Access) sob a licenga Creative Commons Atribuigéo 4.0 Internacional

(CC-BY), que permite uso, distribuicdo e reprodugéo irrestritos em qualquer meio, desde que o autor original e a fonte
sejam creditados.


https://recima21.com.br/
https://doi.org/10.47820/recima21.v7i6.8184

v7.n6.2026

4 S
AA REVISTA CIENTIFICA - RECIMA21 ISSN 2675-6218
RECIMA2]

. P

inequality, which is essential to obtain coercivity of the bilinear forms associated with elliptic
operators. Based on the Riesz Representation Theorem, we prove the Lax—Milgram Theorem
and analyze the continuity and coercivity conditions required for the existence and uniqueness of
weak solutions in variational problems. The methodology used consisted of a bibliographic review
with a deductive approach, structured in three stages: study of function spaces; Poincaré
inequality and variational formulation; and the use of the theorem to characterize well-posed
problems in the sense of Hadamard. A priori estimates, which are fundamental for the control and
stability of solutions, are also obtained. As a result, it was verified that the Lax—Milgram Theorem
constitutes a rigorous method to guarantee the existence and uniqueness of weak solutions for
linear elliptic PDEs. Its application to the Poisson problem confirmed the effectiveness of the
variational formulation and functional methods in the analysis of PDEs.

KEYWORDS: Lax-Milgram Theorem. Elliptic PDEs. Sobolev Spaces. Variational Formulation.
Weak Solutions.

RESUMEN

Este articulo aborda la teoria de soluciones débiles para ecuaciones diferenciales parciales
(EDP) elipticas lineales, aplicando el Teorema de Lax—Milgram como herramienta central del
Analisis Funcional. Ante las restricciones impuestas por las formulaciones clasicas, resulta
natural recurrir a los espacios de Lebesgue y de Sobolev, donde las soluciones se entienden en
sentido débil, permitiendo estudiar problemas cuyas derivadas no existen clasicamente. Se
presentan los conceptos basicos de los espacios funcionales, con énfasis en Hilbert y Sobolev y
en la desigualdad de Poincaré, esencial para la coercividad de formas bilineales asociadas a
operadores elipticos. Con base en el Teorema de Representacion de Riesz, se demuestra el
Teorema de Lax—Milgram y se analizan las condiciones de continuidad y coercividad necesarias
para existencia y unicidad de soluciones débiles en problemas variacionales. La metodologia
utilizada consistié en una revision bibliografica deductiva, estructurada en tres etapas: estudio de
los espacios funcionales, desigualdad de Poincaré y formulacién variacional, y el uso de dicho
teorema para caracterizar problemas bien planteados en el sentido de Hadamard. También se
obtuvieron estimaciones a priori, fundamentales para el control y la estabilidad de las soluciones.
Como resultado, se verificé que el Teorema de Lax—Milgram constituye un método riguroso para
garantizar la existencia y unicidad de soluciones débiles de EDP elipticas lineales. Su aplicacion
al problema de Poisson confirm¢ la eficacia de la formulacién variacional y de los métodos
funcionales en el analisis de EDP.

PALABRAS CLAVE: Teorema de Lax-Milgram. EDP Elipticas. Espacios de Sobolev.
Formulacién variacional. Soluciones Débiles.

INTRODUGAO

As equacgbes diferenciais parciais (EDPs) elipticas desempenham um papel fundamental
na modelagem de fendémenos fisicos e de engenharia em regime estacionario, como potenciais
eletrostaticos (equagao de Poisson), deformagbes de sdlidos (elasticidade linear) e problemas
de equilibrio térmico. Sua importancia estende-se a areas como finangas, biologia matematica e
processamento de imagens, o que torna seu estudo relevante tanto do ponto de vista tedrico

quanto pratico.
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A formulagéo classica dessas equagdes requer solugbes de classe C? que satisfacam a

equagao pontualmente, o que constitui uma hipdtese excessivamente restritiva em diversos
contextos de interesse. Em particular, a presengca de dominios irregulares, coeficientes
descontinuos, termos-fonte pouco regulares e condigdes de contorno mistas podem inviabilizar
a existéncia ou comprometer a regularidade de solugdes classicas.

Diante dessas limitagbes, generaliza-se o conceito de solugdo por meio de uma
formulacdo variacional, introduzindo-se a nocdo de solugdo fraca. Nessa abordagem, as
derivadas sao transferidas, via integragcéo por partes, para fungdes de teste suaves, reduzindo
as exigéncias impostas a incognita, que passa a pertencer a um espacgo de Sobolev, no qual as
derivadas sdo entendidas no sentido das distribuicdes. Esse arcabougo funcional acomoda
dados pouco regulares e geometrias complexas, além de viabilizar a aplicagcdo de ferramentas
da Analise Funcional, como os teoremas de Lax—Milgram e de Representacao de Riesz, os quais
garantem existéncia, unicidade e estabilidade das solugbes caracterizando, assim, o problema
como bem-posto no sentido de Hadamard.

Nesse cenario, o Teorema de Lax—Milgram assume papel central: ao estabelecer as
condigdes de continuidade e coercividade em espagos de Hilbert, ele ndo apenas assegura a
existéncia e unicidade da solugao fraca, como também fornece estimativas a priori essenciais ao
controle da norma e a estabilidade do sistema. Essa construgao garante o carater bem-posto do
modelo, consolidando a estrutura tedérica necessaria para a aplicagdo rigorosa de métodos
numeéricos, como o método dos elementos finitos.

Assim, a teoria de solugdes fracas supera as limitagdes da abordagem classica e fornece

um alicerce unificado para a analise tedrica e numérica das EDPs elipticas lineares.

Formulagao do problema

Seja 2 € R™ um dominio aberto, limitado e com fronteira regular. Considera-se o
problema de valor de contorno eliptico linear de segunda ordem com condi¢do de Dirichlet
homogénea:

{Lu = f em Q,
u = 0 sobre 0Q,

onde

Lu=— Z (aif(x)uxi)x_ + Z b'(x)uy, + c(u.

i,j=1
A formulagao classica desse problema exige solugdes suficientemente regulares, o que

limita sua aplicacdo em diversos contextos fisicos e matematicos. Para contornar essa
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dificuldade, o problema é reformulado no espago de Sobolev Hi(Q), permitindo interpretar as
derivadas em sentido fraco e incorporar as condi¢cdes de fronteira.

Multiplicando a equacgdo por uma fungéo teste v € H}(Q) e aplicando integragdo por
partes, obtém-se a formulagao variacional:

a(u,v) =F(v), Vv €eH}(Q),
na qual a(.,.) representa a forma bilinear associada ao operador eliptico e F um funcional linear
continuo.

A luz do exposto, surge a seguinte questdo cientifica: De que maneira o Teorema de
Lax—Milgram garante a existéncia e a unicidade de solugdes fracas para EDPs elipticas lineares?

A resposta fundamenta-se na verificagdo das propriedades de continuidade e
coercividade da forma bilinear a(.,.), condi¢des que permitem aplicar o teorema e concluir a
existéncia de uma Unica solugéo fraca u € H (Q).

Este artigo tem como objetivo estudar a existéncia e a unicidade de solugdes fracas para
equacgoes diferenciais parciais elipticas lineares utilizando o Teorema de Lax—Milgram, no
contexto dos espagos de Sobolev.

Os objetivos especificos deste trabalho concentram-se em apresentar os principais
conceitos relacionados aos espagos de Hilbert, Lebesgue e Sobolev, bem como as nogbes de
derivadas fracas e do espago H: (), fundamentais para a formulagdo fraca das EDPs elipticas;
demonstrar a desigualdade de Poincaré e analisar sua importancia na obtengéo da coercividade
de formas bilineares; estudar formas bilineares continuas e coercivas, estabelecendo as
hipéteses do Teorema de Lax—Milgram; demonstrar e aplicar esse Teorema a problemas
variacionais associados as equacodes diferenciais parciais elipticas; e por fim, estabelecer a
existéncia e a unicidade de solugdes fracas para o problema de Poisson, destacando o papel

das estimativas a priori e da nogao de problema bem-posto.

FUNDAMENTAGAO TEORICA

Esta segao apresenta os fundamentos da Analise Funcional e a teoria dos espagos de
fungdes indispensaveis a construgao da formulagao variacional de equagdes diferenciais parciais
elipticas. A discusséo concentra-se na estrutura dos espacos de Lebesgue (LP) e de Sobolev
(WkP), os quais fornecem a base funcional necessaria para a definigdo de derivadas fracas.

Além disso, enuncia-se o Teorema de Lax-Milgram e sua aplicagdo ao problema de

Poisson.
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Definicdo 1. (Norma). Seja E um espaco vetorial qualquer. Uma norma em E é uma

fungéo real
I+ E - R
u e lull

que a cada elemento de E associa um numero real, satisfazendo as seguintes propriedades:
1. Jlul=z0vueEelull =0 u=0,
2. |laull = |a|llull, Ya €K, Vu€E,
3. lu + v|| < |lull + |lvll, Yu,v € E (Desigualdade Triangular).

Diz-se que o par (E, ||. ]| ) € um espaco vetorial normado.

Lema 1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se (H, (i, v)) € um espago com produto
interno com a norma ||. ||, entdo, para quaisquer u,v € H, tem-se

llw, vMI < llullllvll,

onde a igualdade ocorre se, e somente se, u e v sdo linearmente dependentes.

Demonstragao

Se v = 0, tem-se que (u,0) = (4,0 + 0) = (u, 0) + (u,0) paratodou € H.

Logo, (u,0) = 0 paratodou € H, e, analogamente, (0,u) = 0. Além disso, |[ul|||0]| = 0
o que implica [{(u, 0)] < [lu]l]]0]].

Suponha que v # 0. Para quaisquer u,v € H e 1 € K, considere a norma ao quadrado
de u — Av. Entéo:

0 < |lu—wl?=(u—v,u— ) = (uu) — Av,u) — Au,v) + |A|*{v,v)
= [Jull? = Av, u) = Aw,v) + [41%||v]|?

Tomando A = |<|1:|1|)2) (o valor que minimiza a expresséo), temos

(u,v) {u, v)|?

AMv,u) = (v,u) = ,
llvl? llvll?

e analogamente

- (v,u) [{u, v)|?

Mu,v) =——(u,v) = ———.
llvil? llvil?

Substituindo essas expressdes na desigualdade, temos:

0 < |lull? = Mv, u) — Hu, v) + |2|?||v||?, tem-se:

()2 o)l <<u, v>>2

llvll? llvll? llvll?

|<u,v)|2) N [(u, v)|?

llvll? llvll*

0 < Jlull® -

lIvll?

= [lull* -2 (
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[(u, )  [{u,v)|?

= |Jull* -2
llv]|? llv]|?
~ 2 {u, v)|?
[lv]]?
Assim,
Ku,v)*>  Ku,v)|?
0 < lull* - < lull® & [Iu, »II* < (lull®lv]?

Wiz = Tlvie
e extraindo a raiz quadrada (n&o negativa) obtemos:
lIw, v)I < llullllvl].

e a igualdade ocorre se, e somente se u — Av = 0, isto &, u = Av, 0 que significa que, u e v sdo
linearmente dependentes. O

Definicdo 2. (Espag¢o de Banach). Seja E um espago normado. Diz-se que E é um
espago de Banach se ele é completo, ou seja, se toda sequéncia de Cauchy em E é convergente
emE.

Definicado 3. (Espago de Hilbert). Seja H um espaco vetorial munido do produto interno

(-,-). Diz-se que H é um espago de Hilbert se, € completo em relagdo a norma definida por ||ul|: =

Vi w.

Espacos de Lebesgue

Os espacgos de Lebesgue L?(2) desempenham papel fundamental na analise funcional
moderna e no estudo das equagbes diferenciais parciais, especialmente na formulagdo de
solugdes fracas.

Definigdo 4 (Integral de uma funcgao simples). Seja ¢ € M* uma fungdo simples com

representacédo padrao dada por

n
Q= Z a; xE;.
=1

Entéo a integral de ¢ com respeito a medida u € definida como

n

fqodu = Z a;u(Ey).

i=1
Teorema 1 (Teorema da Representacdo de Riesz). Sejal < p < e seja g € (LP)*

14

um funcional linear continuo sobre L?". Entdo existe uma unica fungéo u € LP" (com p” = —y

donde

+ — = 1) satisfazendo

1 1
p P

(o.f) = Juf , vfeLl.
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Além disso, vale a identidade de normas:
lellwry: = llull,-

Definicdo 5 (Espago LP())). Seja 1 < p < o e Q € R um conjunto mensuravel de
medida finita. Definimos LP(Q) como o espago das fungbes reais p-integraveis no sentido
Lebesgue, ou seja,

LP(Q) = {f: Q - Rmensuraveis, [, |fIPdu < 00}.

Definicdo 6 (Norma LP). Seja (Q, ¢, ) um espago de medida e p € [1, +o0]. Para uma

fungao mensuravel f: Q — R (ou C), definimos

1
vy = (J, 1fIP du)” se 1 <p < oo,

e
Ifllzo= ess sup|f (x)| se p = co.
X€EQ
O conjunto LP(Q, &, 1) € o espacgo das fungdes mensuraveis para as quais
If1lp < co.
Definicdo 7 (Expoente conjugado). Dado 0 < p < o indica-se por q o elemento de
[0, o] tal que
1 1
—+-=1,
p q
com a convengdo de que, se p = 1, entdo q = 1 (e reciprocamente). Diz-se que g € conjugado
de p.
Teorema 2 (Desigualdade de Young). Sejam p > 1 e g > 1 expoentes conjugados, isto
éa
l + l =1.
14 q

Entdo, para quaisquer nimeros reais a = 0 e b > 0, vale a desigualdade
a.b< @ + ﬂ.
p q
Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, a? = b1.
Demonstragao.
A prova baseia-se nas propriedades da fungéo exponencial.
Sea=00u b=0,entdoa.b =0.

Sejam a,b > 0, entdo
7
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1 1
=lnaP+ =inbq
ab = eln(a.b) — elna+lnb =ep q

Como %+ % =1, tem-se que

a.b = e%lnap+%lan < lel"“p +1el"”q = la” + lbq
p q 14 q
b4
—. m]

Portanto, a.b < @ +
14 q

Teorema 3 (Desigualdade de Holder). Sejam p, q € [1, ] expoentes conjugados, isto

=1
p q

Se feLP(Q)e g€ Li(Q),entdo o produto fg € L1(Q), e vale a desigualdade

j fgldx < fllmllglliao.
QO

Equivalentemente
If- gl < 1fllpllgllLac.-
Demonstragao.
A prova divide-se em dois casos:
Ocasol:p=1leq=o
Neste caso:
feL(QegelLl”).
Pela definigdo da norma essencial supremo:
gl < gl
Multiplicando por |f (x)| = 0:
lf gl < If COllIglleca

Integrando ambos os lados em Q:

flf(x)g(x)ldx < flf(x)lllglle(a)dX-
Q Q

Como [|gll =) € constante

[ 1r@gear < lighew [17clax.
QO QO

Pela definigdo da normal:

f FGOldx = [Iflls .
O
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Logo,

IVQMMWxﬂmm@Mmm»
QO

Portanto, Holder esta provada.
Caso2. 1<p<w
Suponhamos:
1 1
1 , =+=-=1.
<p<o 5 + .
Além disso, assumimos inicialmente que

fllpcay = 0 e llgllLa # O

Definimos:

If )l lg ()]
A) = ,B(x) = :
@ =i 5% = Tiew

Como A(x) = 0 e B(x) = 0 podemos aplicar a desigualdade de Young:

(40, ()"
p q

A(x).B(x) <

Substituindo 4 e B:
If Il gl <}( |f (ol )p+ ( lg ()| )
If oy NlgllLay ~ 2 \IIfllLrc) lgllLacay
@l _ 1

If GOl + 7Ig(x)l"
@ lgla = PIF s qllglfa
Integrando ambos os lados em Q:
|f (x)g ()|
———————M<f @I+ ———|g()] | da
e ”f”LP(Q)”g”Lq(Q) p”f”Lp(m ” ”Lq(ﬂ)
[ Ifmg(ldx < [1rGor dx + ——— [ 19017 dx.
"f”Lp(Q)”g”Lq(Q)f ”f”fp(g) ” ”Z‘l(ﬂ)

Pela definigdo das normas LP e L9:

Jo IfGIP dx = 1IfI7pqy € J 19017 dx = llgllagqy-

fvwmuwu A e + - gl %,

“f”Lp(Q)”g“Lq(Q)

umw® allgl o)

1
L [ifmgldr<~+ 1
Wmmmmm@Jf g » T3

Como p e q s&o conjugados:
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Portanto:

1

il | V901t =1

Multiplicando ambos os lados por ||f|l.p)llgll e, obtemos:

Jo Ifg)ldx < lIf lr@llgliac
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Teorema 4 (Desigualdade de Minkowski). Seja p € [1, +o] e sejam f,g € LP(X, &, u).

Entéo:
a) f+g€elP(X,&w;
b) Vale a desigualdade triangular
If +glle < lIflle + lIgllLe.
Demonstracao
A demonstracgéo divide-se em trés casos.
Caso1:p =1.
Sejam f,g € L' (X, &, ).

Pela desigualdade triangular para os numeros reais:

If () + gl < [FO] + [g(0)].

Integrando:

j|f+g| dp < j(|f| T lgh du

j|f+g|dus]|f|du+j|g|du,
X X X

Pela definicdo da norma L!:
If + gl < flla + llgllpe
Logo a desigualdade vale para p = 1.
Caso 2: p = .
Sejam f,g € L (X, &, ).
Pela definicdo da norma essencial supremo,
IFCOI < NIfllzees € g (] < llglle a.tp.
Por definicdo os conjuntos:
Sp={x € X:If I < Nfllis} €Sy = {x € X:1g ()] < llgll).

10
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Entdo, u(Sf)=0e u(S5)=0.
seja
S=5nS,.
Entao,
u(S) = p(SfFuss) <u(Sf)+u(ss)=0+0=0.
Paratodo x € S,
If ) + 90l < [f QO+ gl < Mlf Il + [l gllpeo
Tomando supremo essencial:
If + gl < lIf Il + gl 0.
Portanto, a desigualdade vale para p = oo.
Caso03:1<p< oo,
Suponhamos agora:
1<p<oo.
Sem perda de generalidade, assumimos ||f + gll,» > 0,
pois caso contrario, ||f + gll,» = 0 e a desigualdade é ftrivial.

Pela definigdo da norma L?,

If + gli%y = j|f +glP du.
X

Escrevemos:

If +glP =1f +gllf +glP7"
Assim,

f|f+g|”du - f|f+g||f+g|”‘1 d.
X X

Desigualdade Triangular,

If + gl <If] +lgl, obtemos:
[ 17 +giau< [as1+1aDis + g1 ae
X X

S \f+glPdu < [ IfIIf +glP du+ [, 1glIf + glP~" du. (1)
Da Desigualdade de Hoélder, segue que,

P
[irnr+grraus [irran) | |17+ o100 du
X X ¥

11
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Da equacao % + % =1, tem-se que:

1+1 1:1 1 ! ( 1)
- —_= —_ = _——_—— = -
p q q p p= K

|-

S Nf + gt dp < (S, Iflpdu)% (S 1f +al? du)l . )

1
1-—=
14

jlfl|f+9|”‘1du < fllee (j |f+g|”du>

Analogamente,

[ Vgllf + P~ dp = (f, 1gIP ) x (J, If +glPdu) .

1
5 1
f|g||f Lo tdu< (f Iglpdu) <f li +glpdu>
X X X
flg||f+gl”‘1du < llgll,» (j If +gl? du) :

1 1
1—

Consequentemente, por 1, 2 e 3, obtemos:

flf+g|”du= jI}”Ilf+glz"‘1du+jIgIIf+g|”‘1 du
X X X

1

_ (}[ ik du>5 (}[ i+ gl? du>1"+ Q » dﬂ);; (l - du)”

; ;
f|f+g|pdus (fmpdu) +<f|g|”du> <f|f+g|pdu>
X X X X

Dividindo (4

S If +gIP du

1

1 P —
) por (fx lf +gIP dy) " e supondo que é diferente de zero:

1 11

(5 LFIP )P + ([, 1a1? d) 5] (L 1f +glPdu) *

<

(S 1f+gPan) ”

L1

(S 1F+gPP d#)l_g

(-3 : :
<f|f+g|pdu> s(f Ifl”du> +<f|g|pdu>

| =

C)

12
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p P
f|f+g|Pdu < f|f|Pdu + f|g|pdu
X X X

f fF+glPdu| < Ufllw + gl
X

Pela definicdo da norma L”:
lf +glle < MIflle + llgllLe- o
Espaco de Sobolev
Os espacgos de Sobolev constituem uma extensdo natural dos espacgos de Lebesgue e
desempenham papel central na analise moderna das equagdes diferenciais parciais.
Defini¢cdo 8 (Derivada fraca). Dado um aberto Q < R™, uma fungdo u € L},.(Q) e um

multi-indice a, diz-se que v € Lj,.(2) é uma a — ésima derivada fraca de u se
Jo uD%pdx = (- 1)lal Jo, vedx, Vo € C(Q).

Definigdo 9 (Espago de Sobolev W*?(Q)). O espago de Sobolev W*?(Q)) ¢é definido
como o conjunto de todas as fungdes u em LP(Q) cujas derivadas de ordem k pertence a LP(Q).
WkP(Q) = {u € LP(Q)|D%u € LP(Q),Va € N, |a| < k}

Definicdao 10 (Norma de Sobolev): Seja U c R" um aberto, k e N e 1 < p < 0. Para
uma fungéo u: Q — R, a norma de Sobolev é definida como:

e Paral<p < co:
1

p
lullyiogy = D 1Dl

la|sk

e Parap=o

lFelly oo gy = max|IDull o (q)-

e a é um multi-indice que indica a ordem da derivada fraca.
e D%y é a derivada fraca correspondente.
e |l.ll,» € anorma usual em L?.
Teorema 5 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q c R" um dominio aberto, limitado e
conexo. Para 1 < p < o, existe uma constante €, > 0, dependendo apenas de Q, n e p, tal que
lullpy < CollVullip(), Yu € W,"P ().
(1)
13
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onde:

eixo x,,.

lull,pcq): Mede a magnitude da fungéo;

IVull pq): Mede a magnitude do gradiente;

Cp: Constante de Poincaré dependente do dominio Q.
Demonstragao

A prova utiliza:

1. Teorema Fundamental do Calculo;

2. Desigualdade de Holder;

3. Integragéo de Fubini;

4. Densidade de C°(Q) em W, ().

Passo 1. Como Q ¢ limitado, existe um intervalo finito contendo a sua projecéo sobre o

Assim, existem constantes:

a<b

tais que:

onde:

Mas:

Qc{x=(x..,x,) ER" a<x, <b}

Definimos:

Li=b—a.
Escrevemos o ponto x € R™ como

x = (', %),
x' = (xq, ., Xp_1) €ER™L,
Afixemos x’ e variemos x,,.
Passo 2. Tomemos:

u € C2(Q).

Como u tem suporte compacto em Q, podemos defini-la por zero fora de Q.
Em particular:

u(x',a) = 0.
Passo 3. Afixado x', definimos ¢(t): = u(x', t).
Como u € C*, segue que:

¢ € C([a,b]) .
Pelo Teorema Fundamental do Calculo:
o) — (@) = [["¢' () dt.

14
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¢(a) =ulx',t) =0.

(0 = 2 e
¢ _axn X, 1),

Tomando modulo em ambos os lados, temos:

Xn

! au !
(', %) = fa—)cn(x,t)dt.

a

Pela desigualdade triangular:

Como:

Segue que:

Xn

u
(¥, %) < f |§(x’, t)|dt.
n

[a, x,] < [a, b],
b

! au ’
(e, )] s]|a(x,t)|dt.

a

Da equacéo %+ i =1 resulta:

Escrevemos:

LIF®lde = [IF @14,

Pela desigualdade de Holder:

Agora:

Logo,

b

1
q
[1ra

a

b b
jlf(t)ldt < j|f(t)|vdt

[J19dt=b-a=L.

15
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Como
1_q_ l’
q p
temos:
L% =1! o
Portanto:
b b ? .
ﬁﬂmas ﬁﬂmwt.ﬁ7
a a
1
b L b
Jir@tae <3| [irorw ac
a a
Tomando:
0 =2 )
f - axn X ) )’
obtemos:

b b
(', x) < L' j——@tﬂdt
a
Elevando ambos os lados a poténcia p:
b
lu(x’, 2 )P < LP~ f — (', t)| dt.
a

Integramos em x,, € (a, b):
b b
du
flu(x’,xn)lp dx, < pr'l f|—(x t)| dt |dx,.
a a a
Como a integral ndo depende de x,;:
b

b s » b
u
flu(x’,xn)lp dx, <LP~1 J|W(x’, t)| dt den.
n
a a

a

Mas:

16
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y,

b
fdxn = L.
a

b

b 5 »
u
flu(x’,xn)lp dx, <LP~1 J-|W(x’,t)| dt |L
n
a a

Logo:
b ’ b|ao I 4
Jo G x) P doy, S LP |i(x .t)| dt.

Agora integrando em x' € R™ ~ 1

f flu(x xp)|P dxpdx" < LP f f —(x, t)| dtdx.

Pelo Teorema de Fubini:
[weorar<i | o ¢ )|pd
u(x x < ox, x X.
Q Q
Aplicando a definicdo da norma L?:

Il = [ luPax.
Q

Assim,

LP (n)
Tomando raiz p-ésima:
o <o
) = ax, LP (@)
Sabemos que:
ﬂ < |Vul,
p
ox, < |Vul?
Logo, Integrando, temos:
5, < et o

Portanto:
lullr @) < LIIVullLp (o) , Vu € CZ(Q).
Agora tomemos:
17
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u € WP ().

Como CZ(Q) é denso em Wol‘p (Q), existe uma sequéncia:

u, € C2(Q)
tal que:
u, - uem W, ().
Isto significa:
llue — ullr @) — 0,
e
IV, — Vullp @ — 0.
Para cada k:

1wl o @ = L||Vug Q-
Passando ao limite quando k — oo:
llullor ) < LlIVullr )

Portanto, existe uma constante C, =L =b —aq,

tal que:
llull e @) < CollVullLr (), Vu € W&’p(ﬂ)- |

Esta desigualdade é essencial para garantir a coercividade das formas bilineares
associadas a operadores elipticos.

Solugao Fraca

Para equacdes elipticas, consideramos o problema de valor de contorno:

{Lu = fem Q, (1)
= 0 sobre 90Q,

onde:
U c R™ é um subconjunto aberto e limitado;
u:U — R é a fungdo incognita;
f:U = R é uma funcéo dada;
L é um operador diferencial parcial linear de segunda ordem.
O operador L pode ser escrito na forma:
Z (a” (Ouy, ) + Z bt (x)ux + c(X)u, (2)
i,j=1
ou, equivalentemente na expressao:
n

Lu = Z i (x)uxx + Z bl(x)ux + c(x)u. 3

i,j=1

18
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com os coeficientes a¥/, b,c (para i,j = 1,...,n) fungdes dadas.
onde:

(a¥ (x)uxi)x : é o termo dominante de segunda ordem e representa o fendmeno de difusao.
j

bi(x)uxi: Representa o termo transporte ou convecgao.

c(x)u: Representa o termo de reagao ou absorgao.
Consideremos

a¥(x) = 8;;, b'(x) =0, c(x) =0ef=0

i
s _{1sei=j,
U710 sei#j,

onde §;; € o delta de Kronecker.
Substituindo esses coeficientes em (2):
n
Lu=— Z (a¥(X)uy,)._ .
e X
i,j=1

Como §;; = 1, para i # j, apenas os termos com i = j, permanecem:

Agora derivando:

Logo:

Portanto,
Como Lu = 0, obtemos:

Au=0 (4)
A equagcéo (4) é denominada Equacéo de Laplace.
Se Lu = f, entéo
—Au=f
19
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Au=—f (5)
A equacéo (5) € conhecida como Equagéo de Poisson.

Definimos matriz dos coeficientes principais por

Alx) = (a” (x))

n
o (6)
i,j=1
Geralmente assume-se que A(x) é simétrica:
a¥(x) = a/'(x).
Deducgédo da formulagao fraca
Partimos do problema
Lu = f em Q.

Na forma divergente

n n
- z (a”uxl.)x. + Z bluy +cu=f
i,j=1 J i=1
Tomando a fungao teste

@ € W32 (Q).

Multiplicando a equagéao por ¢ e integrando em Q:

n n
- Z (aijuxi)x. + Z bluy, + cu|@ = feo.
ij=1 =t

Integrando

n n
f - Z (aijuxi)x.‘f’ + Z bluy @ + cup|dx = f fodx.
ij=1 g i=1 a

Q

Aplicando integracao por partes ao termo de segunda ordem:

- J (aijuxi)xjgodx.
aQ

Pela formula de Green,

—J(a”uxi)x;pdx = j aijuxi<pxjdx— j au,, @n;ds.
aQ ! o a

Como

¢ = 0 sobre 01,

O termo fronteira desaparece.
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f aYuy pn;dS = 0
Q

Logo

- f(a”uxl.)qu)dx = f aijuxi‘pxjdx
Q Q

Ao substituir na integral original, obtém-se

f (a”uxitpxj +bluyp + cu(p) dx = j fodx.
) o

Definicdo 11 (Solugdo fraca). Diz-se que uel/l(gl'2 (Q) é uma solugdo fraca do

problema (1) se

J (aij(x)uxi(pxj +b'(x)puy, + c(x)ugo) dx = j f)epdx, (12)
2 G

para toda fungéo teste ¢ € W,"* (Q).
Teorema 6 (Lax-Milgram). Seja IV um espaco de Hilbert real, a:V x V — R uma forma
bilinear continua e coerciva, e L € V' um funcional linear continuo. Ent&o existe um Unico u € V
tal que:
a(u,v) = L(v) Vv € V.
Além disso, a solugao satisfaz a estimativa de estabilidade:
llully < =1l
onde (a > 0), constante de coercividade.
Demonstragao
A prova baseia-se em trés ideias principais da Analise Funcional:
a) Construgdo de um operador linear associado a forma bilinear;
b) Uso do Teorema de Representacao de Riesz;
¢) Analise da invertibilidade do operador.
1. Construgio do operador linear
Definimos o operador
AV -V
tal que paracadau €V,
A (w) = a(u,v),Vv € V.

Assim, Au é um funcional linearem V.
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como

2. Linearidade
Sejam uq,u, € Vel €R. Entéo
A(uy + Auy) () = a(uy + Auy, v).
Pela bilinearidade de a:
a(uy + Auy, v) = a(uy, v) + 2a(u,, v).
Logo:
A(uy + Auy) = Auy + AAu,,

Portanto A é linear.
3. Continuidade do operador
Como a é continua, existe ¢ > 0 tal que:

la(u, v)| < Cllullyllvily.
Logo

|(Aw) )| < Cllullyllvlly.
Tomando supremo para ||v||, = 1:

lAully- < Cliully-.
NAlly-lully: < Cliully-
lAlly- < C.

Portanto, A é continuo.
4. Coercividade do operador
Pela hipétese de coercividade:

a(u,u) = allullz, a > 0.

a(u,u) = (Au)(u), temos:
(AW W) = allullf.
Pela Desigualdade de Cauchy- Schwarz no par dual:
(Aw) @) < [[Aullyllully.
Logo:
allully < llAully-llully.

Seu #0:

lAully- = allully-
Esta desigualdade mostra que 4 é injetivo e tem imagem fechada.
5. Aplicacao do Teorema de Riesz

Como V é um espago de Hilbert, pelo Teorema de Representagdo de Riesz, todo

funcional L € V' pode ser representado por um elemento de V.

22
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Ou seja, existe um unico f € V tal que:

L(w) =(f,v), Vv eV.

O problema a(u, v) = L(v) equivale a:

Au = L.

6. Sobrejetividade de A

Sabemos que A € linear, continuo e coercivo.

Da estimativa

Segue que:

lAully = allully,

i) A éinjetivo

i) aimagem A é fechada.

Vamos provar que

m() =V'.

Suponha que exista g € V' ortogonal a imagem de 4, isto é:

g(Au) =0,vu ev.

Pelo Teorema da Representacéo de Riesz, existe w € V tal que:

Entao,

g) = W, v)y.

0 = g(Auw) = (w, Aw).

Escolhendo u = w:

Mas,

(w,Aw) = 0.

(w, Aw) = a(w,w)

Pela coercividade:

Logo:

Consequentemente, g = 0 pelo que o ortogonal da imagem de A é frivial. Portanto

a(w,w) = allwll?.

allwllf <0=w=0.

Im(A) =V".

Isto é, A é sobrejetivo.

7. Existéncia da solucgao

Como A:V — V' é bijetivo, para todo L € V” existe um u € V tal que:

Au=1L o a(u,v) = L), Vv eV.

23
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8. Unicidade
Se uy, u, sao solugdes, entao:
a(u,,v) = L), aluy,v) = L(v)
Subtraindo ambos os lados:
a(uy,v) —aluy,v) = L(v) — L(v)

a(u; —u,v) =0,Yvev.

Ao escolher v = u; — u,, temos:
a(u, —uy,u; —uy) =0.
Pela coercividade:
allu; —up|I> < 0
Iy _u2||2 <0
U —u; =0=u =u,.
Portanto, a solugao € unica.
9. Estimativa da estabilidade
Da equagao variacional:
a(u,v) = L(v).
Fazendo v = u, segue que:
a(u,u) = L(u).
Pela coercividade:
allullf < L@).
Pela definigdo da norma dual:
IL@)| < (LNl llully-
Logo:
allully < LIy llully.
Seu #0:
allullyllully < LNy llully
llully < <IILlly, «> 0 o
Aplicagado do Teorema de Lax-Milgram ao problema de Poisson
Seja f € L*(Q), Q c R™ aberto e limitado. Considere o problema:

{—Au=f,emQ (1)
u =0, sobre 01,

o qual admite solugdo u = H}(Q).
No Teorema de Lax-Milgram, vamos tomar H = H}(Q), sendo H3(Q) um espaco de

Hilbert com produto interno dado por

24
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(w,v) = f Vu.Vvdx (1.1
0
€ a norma

1
2

|u]l = fquI2 dx | . (1.2)
n

Além disso, temos que
B:HY{Q)x H}(Q) - R

(u,v) » B(u,v) = f Vu. Vv dx = (u,v)1.g)
0]

E ainda, considera-se que

@:HY(Q)- R

v o) = f f)vdx.

Agora vamos verificar se B € continua e coerciva.
Em seguida, mostraremos que B é continua e coerciva.

. Continuidade

|B(u,v)| = fVu.Vvdx < fqu.VvI dx
N 0]

Pela Desigualdade de Cauchy—Schwarz, temos que

jIVu.Vvldx < JqulIVvl dx
n 0

e, pela Desigualdade de Hoélder, segue que

J-lvullvvl dx < ”vu”Lz(ﬂ)valle(ﬂ) = ”u”H&(Q)”U”Hg(Q)
n

dessa forma, obtemos
[B(u,v)| = ”u”H(}(Q)”U”H(}(Q)-
O que garante a continuidade de B.
° Coercividade

Observemos que
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e Y,

B(u,u) = fquIzdx = ||u||121&(m.
0

Em seguida, concluimos sua coercividade.

Como ¢ € linear, vamos estudar sua continuidade. Note que

lp(w)| = Jf.vdx Sflf.vldx

0]

Aplicando a Desigualdade de Holder, obtemos

[ 179145 < Ufl vl
n

Além disso, pela Desigualdade de Poincaré, existe uma constante C > 0, tal que
W1l 2 1Vl 200y < If 12y CIVV I 2 (q)-
Para todo v € H}(Q).
Portanto, pelo Teorema de Lax-Milgram, existe uma Gnica fungéo u € H} (Q) satisfazendo
B(u,u) = ¢(v),Vv € H}(Q),

ou seja

J VuVv dx = J f(x)vdx, Vv € HE(Q).

0 0

Logo, o problema (1) possui uma unica solugéo fraca.

Seja f € L?(Q) com Q c R™ aberto. Considere o seguinte problema:

{—Au+u=f, em ) 2)
u =0, sobre 09,

Inicialmente, realizaremos a formulagdo variacional do problema. Para isso,
multiplicamos a equacgéao
—Autu=f

por uma fungéo teste v € (;°(Q) e, integrando em (1, obtemos

f(— Vu)vdx+J-uvdx =J-fvdx. (1.3)

n
Recorrendo a identidade de Green, temos:
Sejam u € C?(Q) N C*(Q),v € €C*(Q) e Q c R™ um dominio limitado com fronteira suave.

Entao,
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0
f(— Vu)vdxszu.Vvdx—f%.vdS,
2

0] 0]

onde 7 representa o vetor normal unitario exterior a 9Q.
Como v € C5°(Q), segue que v = 0 sobre 9Q.

fau ds =0
arl.v =0V,

Portanto, obtemos a igualdade

f(— Vwvdx = f VuVvdx.
0]

o}

Sendo assim, em (1.3), obtemos

jVu.Vvdx+fuvdx =ffvdx.

0 0] 0]

Usando a linearidade da integral, segue que

j(Vu. Vv + uv)dx = J fvdx.

Diante disto, definimos
B(u,v) = J(Vu. Vv + uv)dx = (u,v). (1.4)
n

Agora, utilizaremos argumentos semelhantes aos empregados no problema (1). Pela
Desigualdade de Cauchy—Schwarz, segue que
B(w,v) < |lullyllvll;-
Logo, verifica-se a continuidade de B.
em (1.4), fazendo u = v, obtemos
|Bu, v)| = [Julli.
Portanto, B € coerciva. Além disso, definimos o funcional linear
1 H{(Q)- R,

por

o) =ffvdx.

o}
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Sendo assim, o funcional ¢ € linear e continuo, conforme verificado no problema (1).
Portanto, pelo Teorema de Lax-Milgram, conclui-se que o problema (2) admite uma Unica solugao
fraca u € H}(Q).

MATERIAIS E METODOS

O artigo foi desenvolvido por meio de pesquisa bibliografica baseada em obras classicas
de Equacbes Diferenciais Parciais (EDPs) e Analise Funcional. A fundamentacéo tedrica €
sustentada em autores de referéncia, como Trudinger (2001), Evans (2010), Brezis (2011) e
Pimentel (2022), cujas contribuigbes abordam a existéncia e a unicidade de solu¢des em espagos
de Sobolev. Do mesmo modo, estudos de Rudin (1987), Ambrosio et al. (2011) e outros,
oferecem suporte tedrico relacionado aos espacos de Hilbert, Lebesgue e Sobolev.

A metodologia adotada consistiu em uma revisao bibliografica de abordagem dedutiva,

estruturada em trés etapas interdependentes:

Fundamentag¢dao nos espagos de Hilbert e Sobolev: Foram analisados os espagos de
Lebesgue LP (1) e, em especial, o espago de Hilbert H*(2) = W2(2). Destacou-se o conceito
de derivada fraca e enunciaram-se os Teoremas da Desigualdade de Poincaré, Representacao
de Riesz, Young, Hélder, Minkowski, Cauchy-Schwarz e de Lax-Milgram.

1. Desigualdade de Poincaré e formulagdo variacional: Demonstrou-se essa
desigualdade para dominios limitados, conexos e com fronteira C*:

lullp(2) < CpllVullp(42)

No espago Hj(£2) compostos por fungdes nulas na fronteira, a desigualdade torna a
seminorma do gradiente equivalente & norma H'. Esse resultado foi utilizado na transformagao
da forma forte da equagao de Poisson

—Adu=f,
em sua formulagéo fraca acompanhada de ilustragdo numérica da metodologia.
2. Aplicagao do Teorema de Lax—Milgram e nog¢ao de problema bem-posto:

Verificaram-se as hipéteses de continuidade e coercividade da forma bilinear

a(u,v) = f Vu - Vvdx,
0

definida em H}(2), sendo a coercividade garantida pela Desigualdade de Poincaré. O Teorema
de Lax—Milgram assegurou a existéncia e a unicidade da solugdo fraca. Adicionalmente,

demonstrou-se a dependéncia continua da solugdo em relagdo ao dado f, caracterizando o
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problema como bem-posto no sentido de Hadamard. Por fim, apresentou-se um exemplo do

problema de Poisson.
RESULTADOS E DISCUSSOES

A pesquisa evidenciou que conceitos como norma e 0s espagos de Banach e Hilbert
constituem fundamentos essenciais da Analise Funcional. Em particular, os espacos de Hilbert,
Lebesgue e Sobolev permitem representar fungdes como elementos de espagos vetoriais de
dimenséo infinita, possibilitando o estudo de convergéncia, a formulagédo fraca de equacdes
diferenciais parciais e a obtencao de solugbes 6timas em problemas variacionais.

A aplicagao da metodologia permitiu consolidar os seguintes resultados:

. Rigor do Teorema de Lax-Milgram: Apresentou-se uma exposi¢cao

detalhada do teorema para formas bilineares continuas e coercivas, destacando-se a

Desigualdade de Poincaré como ferramenta essencial para garantir a coercividade em

Hi (). Demonstrou-se que o operador associado A:V — V' é um isomorfismo,

assegurando a existéncia, a unicidade e a estabilidade da solugao por meio de estimativa
1 .
lull, < - [If1l,-» em que a representa a constante de coercividade.

. Validagao da Formulagao Fraca da Equacao de Poisson: Resolveu-
se o problema de Dirichlet em H}(Q), tendo verificado integralmente as hipéteses de
existéncia da solucdo. A andlise da regularidade mostrou que, embora a solugéo fraca
pertenca inicialmente a H'(Q)), condigdes adicionais sobre o dominio , como
convexidade, e sobre o dado f permitem recuperar a solugdo classica em
H?(Q) n C?*(Q).

Esse resultado confirma a consisténcia tedrica entre as formulagdes forte e fraca do

problema.
CONSIDERAGOES FINAIS

A presente pesquisa evidenciou a relevancia da abordagem variacional como
instrumento fundamental na analise de equagdes diferenciais parciais elipticas. Por meio do
Teorema de Lax—Milgram, demonstrou-se que a existéncia, a unicidade e a estabilidade da
solugcéo da equagao de Poisson, sob condicbes de contorno de Dirichlet, decorrem diretamente

da estrutura geométrica dos espagos de Sobolev.
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Nesse contexto, a coercividade destacou-se como elemento central da demonstragdo. A
aplicagdo da Desigualdade de Poincaré em dominios limitados permitiu assegurar essa
propriedade, transformando o problema diferencial em um problema variacional bem-posto. O
exemplo resolvido contribuiu na consolidagdo dos resultados tedricos, evidenciando que a
formulacdo fraca possibilita tratar situagbes de regularidade que nem sempre podem ser
abordadas pela formulagéo classica.

Desta forma, o trabalho alcangou o propésito de expor os fundamentos centrais da
Andlise Funcional aplicada as EDPs. Como perspectivas futuras, vislumbra-se a transi¢cdo da
linearidade para o estudo de operadores nao lineares, que demanda a utilizagdo de métodos
mais avangados de compacidade e monotonicidade, além de analise de problemas de fronteira
livre, area promissora para a aplicagao de técnicas de regularidade e otimizagdo em fendmenos

fisicos envolvendo interfaces moveis.
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